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5.3.3 Tvar odchylky pro r̊uzné změny poruchy . . . . . . . . . . . . . . . 68

5.4 Shrnut́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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7.2 Metoda kořenového hodografu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
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7.2.6 Střed asymptot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
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8.1.4 Regulátor se dvěma stupni volnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
8.1.5 Shrnut́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
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10.1.2 Regulace na nulovou ustálenou odchylku . . . . . . . . . . . . . . . 161
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8.4 Kořenový hodograf s P regulátorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
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9.6 Schéma regulačńıho obvodu s měřeńım poruchy . . . . . . . . . . . . . . . 156
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7.1 Doporučené hodnoty parametr̊u pro zásobu stability . . . . . . . . . . . . . 119
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1 Úvod do automatického ř́ızeńı

Cı́lem úvodńı kapitoly je vysvětleńı základńıch pojm̊u, které se použ́ıvaj́ı v automatizačńı
technice. Bude zde vysvětlen rozd́ıl mezi ovládáńım a ř́ızeńım. Řı́zeńı, jinými slovy regulace
v uzavřené smyčce, bude hlavńı náplńı tohoto skripta.

1.1 Základńı pojmy

Ř́ızeńı je každé ćılevědomé p̊usobeńı na ř́ızený objekt, s ćılem dosáhnout předem daného
stavu. Pokud takové ř́ızeńı prob́ıhá automaticky, mluv́ıme o automatickém ř́ızeńı.

Automatické ř́ızeńı se v technické praxi vyskytuje ve dvou hlavńıch formách:

1. Sekvenčńı ř́ızeńı, kdy ř́ızený systém přecháźı postupně z jednoho stavu do druhého
(daľśıho). K přechodu obvykle docháźı tehdy, jsou-li splněny určité podmı́nky. Typ-
ickým př́ıkladem je start nebo ukončeńı nějakého technologického procesu. Koṕırka
typu xerox je připravena k práci teprve po nahřát́ı válce; při vypnut́ı projektoru
zhasne lampa ale větrák běž́ı ještě určitou dobu aby nedošlo k přehřát́ı zbytkovým
teplem. Sekvenčńı automatiky pr̊umyslových celk̊u (npř. energetického bloku) jsou
ovšem mnohonásobně složitěǰśı a počet stav̊u, kterými zař́ızeńı projde, může j́ıt do
deśıtek tiśıc̊u.

2. Řı́zeńı dynamických systémů. V tomto př́ıpadě je ćılem ř́ızeńı aby daná výstupńı
(regulovaná) veličina co nejpřesněji sledovala časový pr̊uběh dané ř́ıd́ıćı (žádané,vstupńı)
veličiny a to bez ohledu na signálové i parametrické poruchy, které na ř́ızenou sous-
tavu mohou p̊usobit. Regulátor, který generuje akčńı veličinu, p̊usob́ıćı na soustavu,
muśı tedy plnit dvě úlohy: - zajistit věrné sledováńı ř́ızeńı, což je obt́ıžné vzhledem
k časovým zpožděńım (obecně vzhledem k dynamickým vlastnostem) ř́ızeného ob-
jektu; - kompenzovat poruchy, které mohou na ř́ızený objekt p̊usobit tak, aby se
jejich vliv na regulované veličině projevil v co nejmenš́ı mı́̌re.

V tomto skriptu se budeme věnovat ř́ızeńı dynamických systémů, bez ohledu na to,
p̊ujde-li o systémy technické, ekonomické či společenské nebo jiné. Důležité je, zda rovnice,
popisuj́ıćı vlastnosti ř́ızeného systému maj́ı stejný tvar. Pokud ano, budou odvozené al-
goritmy ř́ızeńı platit, at’ je fyzická podstata systému jakákoliv.

Regulované soustavy (systémy, objekty) mohou mı́t jeden vstup a jeden výstup. V tom
př́ıpadě je označujeme názvem SISO systémy (z anglického Single Input-Single Output).
Pokud maj́ı v́ıce vstup̊u a v́ıce výstup̊u, mluv́ıme o MIMO systémech (Multi Input-Multi
Output).

V systémech automatického ř́ızeńı se vyskytuj́ı tyto základńı veličiny (proměnné):

• regulovaná veličina je výstupńı veličina ř́ızeného systému (obvyklé značeńı je y)

• ř́ıdićı veličina, též žádaná hodnota nebo vstupńı veličina; hodnota a časový pr̊uběh
této proměnné určuje jaká má být hodnotu a časový pr̊uběh regulované veličiny
(obvykle se znač́ı w )
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• regulačńı odchylka je rozd́ıl mezi žádanou hodnotou a regulovanou veličinou (ob-
vykle se znač́ı e , a plat́ı e = w − y )

• akčńı veličina, též regulačńı veličina, je vstupńı veličina regulované soustavy a
výstupńı veličina regulátoru; obvykle ji znač́ıme u (někdy také x)

• porucha je veličina, která p̊usob́ı bud’ na vstupu, výstupu nebo na libovolném
mı́stě regulované soustavy. V praxi může na jednu soustavu p̊usobit několik poruch v
r̊uzných mı́stech. (V rámci tohoto kurzu budeme uvažovat pouze signálové poruchy,
parametrické poruchy, čili změny vlastnost́ı regulované soustavy budou prob́ırány
později). Signálové poruchy obvykle znač́ıme v.

Regulované soustavy mohou mı́t stálé (časově neproměnné, neboli invariantńı) vlast-
nosti, nebo se jejich vlastnosti mohou v čase měnit. V tomto kurzu se budeme převážně
zabývat časově neproměnnými soustavami.

Procesy, prob́ıhaj́ıćı v regulovaných soustavách mohou být popsány bud’ lineárńımi,
nebo nelineárńımi rovnicemi. Připomeňme, že lineárńı je takový systém, u kterého plat́ı
následuj́ıćı dvě tvrzeńı (věty o linearitě):

násobeńı konstantou - jestliže odezva systému na vstupńı signál u(t) je y(t), pak
lineárńı systém odpov́ı na vstup ku(t) , kde k je konstanta, odezvou ky(t)

princip superpozice - jestliže odezva systému na vstup ui(t) je yi(t), pak pro odezvu
lineárńıho systému na signál u(t) =

∑n
i=1 ui(t) plat́ı y(t) =

∑n
i=1 yi(t).

V reálném světě je jen velmi málo systémů, které jsou skutečně lineárńı. Řada reálných
systémů se však - zejména v okoĺı pracovńıch bod̊u - od lineárńıch systémů odlǐsuje
jen málo a proto je lze s určitou mı́rou nepřesnosti za lineárńı považovat. Vzhledem k
tomu, že popis i řešeńı problémů s lineárńımi systémy je nesrovnatelně jednodušš́ı než
v př́ıpadě systémů s nelinearitami, omeźıme se v tomto základńım kurzu na lineárńı
systémy. Při praktické realizaci provedeme nejprve tzv. linearizaci systému, při které
nahrad́ıme skutečný systém jeho modelem, který v okoĺı pracovńıho bodu s dostatečnou
přesnost́ı nahrad́ı p̊uvodně nelineárńı vztahy lineárńımi rovnicemi. Linearizovat lze ob-
vykle systémy s tzv. parazitńımi nelinearitami, které se v systémech vyskytuj́ı z
d̊uvodu konstrukčńıch (nasyceńı, omezeńı, pásmo necitlivosti, v̊ule v ozubených převodech,
hystereze magnetických materiál̊u apod). Kromě těchto nelinearit se však v systémech
automatického ř́ızeńı vyskytuj́ı i tzv. podstatné nelinearity, často zaváděné úmyslně,
které linearizovat obvykle nelze (to se týká zejména prvk̊u s reléovou charakteristikou,
které maj́ı pouze dvou nebo tř́ı hodnotový výstup). Nelineárńı systémy budou náplńı
daľśıho kurzu.

Proces ř́ızeńı může být realizován r̊uzným zp̊usobem a podle toho se systémy ř́ızeńı
rozděluj́ı do několika skupin, z nichž některé jsou považovány za standardńı. Rozlǐsujeme
regulátory př́ımočinné a s pomocnou energíı podle toho, zda se k ř́ızeńı použ́ıvá
pouze energie odebrané z ř́ızené soustavy, nebo ze zvláštńıho zdroje. Mezi př́ımočinné
regulátory patř́ı jednoduché regulátory v ledničkách, žehličkách, peč́ıćıch troubách nebo
regulátory hladiny či napět́ı (dob́ıjeńı baterie v autech). Jiné děleńı může být podle toho,
zda p̊usobeńı akčńı veličiny je v čase spojité, či prob́ıhá pouze v určitých časech. Podle
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toho mluv́ıme o spojitém nebo diskrétńım ř́ızeńı.V tomto kurzu se budeme zabývat
oběma typy ř́ızeńı.

Podle časového pr̊uběhu žádané (ř́ıd́ıćı) veličiny děĺıme ř́ızeńı do tř́ı skupin:

• Ř́ızeńı na konstantńı hodnotu je takové, kdy žádaná hodnota má po celou dobu
činnosti konstantńı hodnotu. Sem patř́ı ř́ızeńı frekvence a napět́ı v rozvodné śıti,
regulace hladiny (npř. ve splachovač́ıch na WC), ř́ızeńı teploty v r̊uzných technolog-
ických provozech. Úkolem ř́ızeńı u tohoto typu je pouze kompenzace poruch, které
p̊usob́ı na ř́ızený systém. Regulace na konstantńı hodnotu se vyskytuje obvykle u
ř́ızeńı základńıch fyzikálńıch veličin (teplota, tlak, vlhkost, napět́ı, proud, otáčky,
pr̊utok, hladina). Řad́ıme sem i takové systémy, u kterých se žádaná hodnota sice
čas od času měńı ale mezi t́ım je konstantńı (teplota v obytných prostorech den-
noc). Systémy automatického ř́ızeńı na konstantńı hodnotu se často obecně nazývaj́ı
regulátory.

• Systémy typu servomechanismus, se vyznačuj́ı t́ım, že žádaná hodnota se měńı
předem neznámým zp̊usobem a hlavńım úkolem ř́ızeńı je zajistit jej́ı co nejpřesněǰśı
sledováńı regulovanou veličinou. Název je odvozen od nejčastěǰśı realizace tohoto
typu ř́ızeńı, totiž sledováńı polohy. Úloha kompenzace poruch je zde obvykle druhořadá
a primárńı je zajǐstěńı co nejrychleǰśı a nejvěrněǰśı shody ř́ıd́ıćı a ř́ızené veličiny

• Za programové ř́ızeńı označujeme takové, u kterého žádaná veličina má v čase
předem známým pr̊uběh. Obě základńı úlohy ř́ızeńı (co nejvěrněǰśı sledováńı a kom-
penzace poruch) jsou zde rovnocenné a podle toho také muśı být navržen ř́ıd́ıćı
algoritmus.

Zcela základńı děleńı však spoč́ıvá v tom, zda se ř́ızeńı děje v otevřeném obvodě
(bez zpětné vazby, obvykle mluv́ıme o ovládáńı) nebo v uzavřeném obvodě se zpětnou
vazbou (obvykle nazývané regulace). Tyto dva základńı typy ř́ızeńı jsou tak zásadńı, že
jim věnujeme samostatný odstavec.

1.2 Systémy př́ımého a zpětnovazebńıho ř́ızeńı (ovládáńı a reg-
ulace)

Blokové schéma systému př́ımého ř́ızeńı je na obrázku 1.1. Na ř́ızenou soustavu (S) s
výstupem y p̊usob́ı kromě akčńı veličiny x (výstupńı veličina regulátoru R) poruchy v1

(na vstupu soustavy) a v2 (přič́ıtá se k výstupu soustavy). Regulátor R produkuje akčńı
veličinu x podle ř́ıd́ıćı (žádané) hodnoty w, která p̊usob́ı na jeho vstupu.

Vzhledem k tomu, že regulátor nemá žádné informace o skutečné hodnotě výstupu y
, nemůže reagovat na p̊usobeńı obou poruchových signál̊u, z čehož plyne, že v tomto
uspořádáńı neńı možné splnit jednu z hlavńıch úloh, kompenzovat vliv poruchových
signál̊u. Druhou základńı úlohu, totiž co nejvěrněǰśı sledováńı žádané hodnoty lze realizo-
vat jedině tehdy, má-li regulátor správné informace o vlastnostech soustavy S. Ř́ızeńı bez
zpětné vazby lze proto použ́ıt jen tehdy, chceme-li změnit vlastnosti soustavy z hlediska
přenosu ř́ıd́ıćı veličiny (podle pravidel blokové algebry je přenos dvou blok̊u, zapojených
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w(t)
R

x(t)

v1(t)

S

v2(t)

y(t)

Obrázek 1.1: Schéma ovládáńı

v sérii, dán součinem jejich d́ılč́ıch přenos̊u). Jde většinou o jednoduché ř́ızeńı ve smyslu
ovládáńı (ř́ızeńı křižovatky podle předem stanoveného programu, vytápěńı budov prostým
přepnut́ım poloh ventilu př́ıvodu páry podle denńı doby a ročńıho obdob́ı). V obou uve-
dených př́ıkladech bude ovšem skutečná hodnota výstupu záviset na př́ıtomnosti poru-
chových signál̊u (v př́ıpadě křižovatky nepředpokládaná hustota vozidel v jednom směru,
v př́ıpadě vytápěńı budov abnormálńı venkovńı teplota nebo jiné vlastnosti budovy- npř.
otevřené okno). Naproti tomu při přesné znalosti přenosu soustavy lze vypoč́ıtat tvar
akčńı veličiny tak, aby soustava přešla z jednoho stavu do druhého při splněńı zadaných
podmı́nek (npř. optimálńı ř́ızeńı na minimum spotřebované energie nebo uskutečněné v
minimálńım možném čase).

Naproti tomu ř́ızeńı se zpětnou vazbou (regulace), jehož blokové schéma je na obrázku
1.2, poskytuje daleko širš́ı možnosti.

w(t) e(t)
R

x(t)

v1(t)

S

v2(t)

y(t)

Obrázek 1.2: Schéma regulace

Ř́ıd́ıćı veličina w je v součtovém (rozd́ılovém) členu porovnávána s hodnotou regulo-
vané veličiny y a výsledná regulačńı odchylka e je vstupńı veličinou regulátoru. Regulátor
tak může reagovat nejen na změnu ř́ıd́ıćı veličiny, ale i na d̊usledky p̊usob́ıćıch poruch. V
následuj́ıćıch kapitolách budeme podrobně studovat vlastnosti systémů se zpětnou vazbou,
zde jen dodejme, že právě tento zp̊usob ř́ızeńı tvoř́ı hlavńı náplň kurzu Ř́ızeńı a regulace
I.

Blokové schéma na obrázku 1.2 je maximálně zjednodušeno pro účely pochopeńı prin-
cipu zpětné vazby. Praktická provedeńı je obvykle složitěǰśı. Schéma nejčastěǰśı př́ıstrojové
realizace je na obrázku 1.3.

Ř́ıd́ıćı veličina w je zadávána bud’ ručně, pomoćı posuvného nebo otočného ovladače
a pro následný rozd́ıl od regulované veličiny y je třeba ji upravit na stejnou fyzikálńı
veličinu, jako je signál z čidla regulované veličiny. K tomu slouž́ı převodńıky Př.1 a Př.2.,
u kterých předpokládáme linearitu a z hlediska dynamiky nulové zpožděńı. Proto je v
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(čidlo)

Př.2

Obrázek 1.3: Podrobné schéma regulace

regulačńım schématu na obrázku 1.2 můžeme vynechat. Dynamické vlastnosti sńımače
obvykle zanedbatelné nejsou, předpokládáme však, že jsou zahrnuty do chováńı regulo-
vané soustavy. Samotný regulátor se skládá z ústředńıho členu, který určuje vlastńı al-
goritmus ř́ızeńı, výkonového zesilovače a akčńıho orgánu. Dynamické vlastnosti těchto
blok̊u obvykle zahrnujeme bud’ do regulované soustavy, nebo do regulátoru. V obrázku
1.3 nejsou nakresleny signálové poruchy, které ovšem mohou p̊usobit v kterémkoliv mı́stě.
V technické praxi je obvyklé chápat pod slovem regulátor všechny bloky z obrázku 1.3,
kromě samotné soustavy a akčńıho orgánu. V obchodńı nab́ıdce pak najdeme standardně
vyráběné regulátory, ke kterým se připoj́ı pouze sńımač zvoleného typu a jejichž výstup je
schopen ovládat vybraný akčńı člen (ventil, servomotor, solenoid apod.). Velikost žádané
veličiny se nastavuje bud’ ručně na čelńım panelu regulátoru, nebo se zadává dálkově z
připojeného poč́ıtače. Tyto regulátory se vyráběj́ı pro regulaci všech běžných fyzikálńıch
veličin (teplota, tlak, poloha, vlhkost, otáčky, napět́ı). Ve velké většině př́ıpad̊u vyhov́ı
poměrně jednoduché algoritmy ř́ızeńı (reléové nebo PID). Reléové regulátory patř́ı do
oblasti nelineárńıch systémů a jsou obsahem daľśıho kurzu.

1.3 Shrnut́ı

V této kapitole byly probrány základńı pojmy z oblasti automatického ř́ızeńı. Čtenář se
zde seznámil s rozd́ılem mezi ovládáńı a ř́ızeńım, se základńımi blokovými schématy. Bylo
zde popsáno podrobné regulačńı schéma

1.4 Kontrolńı otázky

Otázka 1.1 Jaký je rozd́ıl mezi ovládáńım a regulaćı?

Otázka 1.2 Jak jsou definovány lineárńı systémy?

Otázka 1.3 Vyjmenujte základńı veličiny, které se vyskytuj́ı v systémech automatického
ř́ızeńı a popǐste je?

Otázka 1.4 Jaký je rozd́ıl mezi př́ımočinným regulátorem a regulátorem s pomocnou en-
ergíı?
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Otázka 1.5 Jak se rozděluje ř́ızeńı podle časového pr̊uběhu žádané hodnoty?

Otázka 1.6 Vysvětlete pojmy SISO a MIMO.

Otázka 1.7 Nakreslete podrobné regulačńı schéma pomoćı blokové diagramu.

Otázka 1.8 Nakreslete blokové schéma ovládáńı a regulace.
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2 Stavový popis systémů

V předmětu Signály, procesy, soustavy jste se dozvěděli o vněǰśım popisu systém̊u. Do
vněǰśıho popisu spadá popis pomoćı diferenciálńı rovnice, impulsové charakteristiky, přechodové
charakteristiky, frekvenčńı charakteristiky, operátorového a frekvenčńıho přenosu systému
a rozložeńı nul a pól̊u. Jejich společným rysem je fakt, že se nezaj́ımaj́ı o to, co se v
systému skutečně děje, ale pouze o relaci mezi vstupem a výstupem. Na systém tedy
pohĺı̌zej́ı jako na černou skř́ıňku. V této kapitole se seznámı́me se stavovým popisem
systém̊u. Základńı stavebńı prvky stavového popisu jsou integrátor, sumátor a propor-
cionálńı člen. Vzájemnému propojeńı těchto základńıch prvk̊u tak, aby popisovaly chováńı
nějakého systému se ř́ıká stavový diagram. Jak jǐz vyplývá z názvu, je tento popis založen
na pojmu stav systému na který m̊užeme pohĺı̌zet jako na výstup integrátoru. Stavový popis
vznikl z d̊uvodu možnosti studovat stavy uvnitř systému, zejména u v́ıcerozměrových a u
nelineárńıch systém̊u.

2.1 Základńı pojmy stavového popisu

Doposud jsme většinou uvažovali systém s jedńım vstupem a jedńım výstupem. Stavový
popis se často použ́ıvá pro systémy s v́ıce vstupy a výstupy. Proto při zaváděńı stavového
popisu uvažujme lineárńı systém s m vstupy a r výstupy, tak jak je znázorněno na obrázku
2.1. Takovýto systém bychom mohli popsat množstv́ım přenos̊u mezi jednotlivými vstupy
a výstupy. Pro zvýšeńı přehlednosti popisu se použ́ıvá maticového zápis̊u. T́ım bychom
však opět źıskali pouze vněǰśı popis.

x(t) =











x1(t)
x2(t)

...
xn(t)











u1(t)

u2(t)

...

um(t)

y1(t)

y2(t)

...

yr(t)

poruchy

V
st

u
p
y

V
ý
st

u
p
yLineárńı systém

Obrázek 2.1: Obecný lineárńı systém

K tomu, abychom mohli provést vnitřńı popis systému 2.1 potřebujeme zavést některé
pojmy

Stav sytému je nejmenš́ı počet proměnných n (stavových proměnných), jejichž znalost
v čase t = t0 spolu se znalost́ı vstup̊u do systému pro časy t > t0 plně určuje chováńı
systému v čase t > t0. Stav systému určuje stavový vektor.
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Stavový vektor je sloupcový vektor, který většinou znač́ıme x(t) a jehož složky tvoř́ı
stavové proměnné (viz. 2.1).

x(t) =











x1(t)
x2(t)

...
xn(t)











u(t) =











u1(t)
u2(t)

...
um(t)











y(t) =











y1(t)
y2(t)

...
yr(t)











(2.1)

Stavové proměnné dynamického systému jsou časové funkce, které určuj́ı vnitřńı stav
systému. Z hlediska praktického použit́ı je lepš́ı, když stavové proměnné vyjadřuj́ı
nějakou měřitelnou veličinu uvnitř systému. Obecně však stavy zvolené stavy nemuśı
v systému fyzicky existovat.

Stavový prostor je n-rozměrný prostor reálných č́ısel Rn, jehož souřadnice tvoř́ı stavové
proměnné. Stav systému v daném okamžiku je bod v tomto prostoru.

Vektor vstup̊u je m-rozměrný sloupcový vektor, jehož složky tvoř́ı vstupńı veličiny
systému a znač́ıme jej obvykle u(t) (viz. 2.1). U systému s jedńım vstupem je u(t)
skalárńı veličina u(t) = u(t)

Vektor výstup̊u (výstupńı vektor) je r-rozměrný sloupcový vektor, jehož složky tvoř́ı
výstupńı veličiny systému a znač́ıme jej obvykle y(t) (viz. 2.1). U systému s jedńım
výstupem je y(t) skalárńı veličina y(t) = y(t)

Stavové rovnice určuj́ı vztah mezi stavem systému a jeho vstupu a výstupy. Prvńı
stavovou rovnici tvoř́ı soustava diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu. Udává vztah
mezi derivacemi stavových proměnných a vektory stavu a vstupu. T́ım vlastně
popisuje, jak se vyv́ıj́ı stavy systému v čase. Na stav se můžeme d́ıvat jako na vek-
tor v n-rozměrném prostoru, jehož poloha se v čase měńı a t́ım jeho konec vytvář́ı
křivku, která se nazývá stavová trajektorie

ẋ1 = a11x1(t) + · · · a1nxn(t) + b11u1(t) + b1mum(t)

ẋ2 = a21x1(t) + · · · a2nxn(t) + b21u1(t) + b2mum(t)

...
...

ẋn = an1x1(t) + · · · annxn(t) + bn1u1(t) + bnmum(t)

(2.2)

Vid́ıme, že tento popis umožňuje vazbu derivace stavové proměnné na libovolný
vstup nebo stav. Pokud zde tento vztah neńı, je odpov́ıdaj́ıćı koeficient roven nule.
Předešlá rovnice lze jednoduše přepsat maticově

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.3)
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Druhá stavová rovnice určuje vztah mezi vektorem výstupu a vektory stavu a vs-
tupu.

y1 = c11x1(t) + · · · c1nxn(t) + d11u1(t) + d1mum(t)

y2 = c21x1(t) + · · · c2nxn(t) + d21u1(t) + d2mum(t)

...
...

yr = cr1x1(t) + · · · crnxn(t) + dr1u1(t) + drmum(t)

(2.4)

Druhou stavovou rovnici můžeme také zapsat maticově

y(t) = Cx(t) + Du(t) (2.5)

Matice koeficient̊u A, B, C a D maj́ı následuj́ıćı význam

A je matice vnitřńıch vazeb systému (též systémová matice nebo matice zpětných
vazeb). Má rozměr n × n

B je matice vazeb systému na vstup (též vstupńı matice). Má rozměr n × m.

C je matice vazeb výstupu na stav (též výstupńı matice). Má rozměr r × n.

D je matice př́ımých vazeb výstupu na vstup (též výstupńı matice). Má rozměr
r×n. Z hlediska dynamických vlastnost́ı nejsou tyto vazby podstatné a v řadě
př́ıpad̊u je tato matice nulová.

U lineárńıho stacionárńıho systému jsou všechny koeficienty matic konstantńı reálná
č́ısla. Pokud jsou některé koeficienty závislé na čase, pak se jedná o časově proměnný
systém. U nelineárńıho spojitého systému mohou být prvky matic závislé na stavových
proměnných, nebo na vstupńıch veličinách. Stavové rovnice se potom nezapisuj́ı
maticově, ale pomoćı obecněǰśıho zápisu, se kterým se budete setkávat v navazuj́ıćım
kurzu Regulace a ř́ızeńı II.

ẋ = f(x,u, t)

y = g(x,u, t)
(2.6)

Na obrázku 2.2 je ukázáno obecné stavové schéma, které vyjadřuje rovnice (2.3)
a (2.5). Blok s integrátory představuje n nezávislých integrátor̊u. Všechny signály
jsou nakresleny tučně, aby se upozornilo na skutečnost, že se obecně jedná o vek-
tory. Barevně jsou rozlǐseny r̊uzné dimenze vektor̊u. Na rozd́ıl od vnitřńıho popisu,
kdy je relace mezi vstupem a výstupem dána jednoznačně neńı zp̊usob stavového
popisu jednoznačný. Různé tvary matic A, B, C a D mohou totiž z hlediska vstup
výstupńıho dávat stejné odezvy.

Př́ıklad 2.1 U následuj́ıćıho schématu určete

a) přenos v Laplaceově transformaci
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Obrázek 2.2: Obecné stavové schéma systému
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Obrázek 2.3: Jednoduché elektrické schéma
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b) stavový popis

c) z určeného stavového popisu vyjádřete přenos v Laplaceově transformaci

ad a) Pro určeńı přenosu potřebujeme znát impedance jednotlivých prvk̊u. Jak v́ıme
z teorie elektrických obvod̊u je impedance ćıvky pL a impedance kondenzátoru 1/pC.
Operátorový přenos se urč́ı jako poměr obrazu výstupńıho napět́ı U2(p) ku obrazu vs-
tupńıho napět́ı U1(p). Pro dané obrazy plat́ı: výstupńı napět́ı je napět́ı na kondenzátoru
U2(p) = I(p)/pC a vstupńı napět́ı je dáno součtem napět́ı na odporu, indukčnosti a
kondenzátoru U1(p) = RI(p) + pLI(p) + 1

pC
I(p). Výsledný přenos můžeme psát

F (p) =
U2(p)

U1(p)
=

1
pC

I(p)

RI(p) + pLI(p) + 1
pC

I(p)
=

1

LCp2 + CRp + 1

Určeńı přenosu tohoto jednoduchého elektrického zapojeńı je vcelku jednoduchou záležitost́ı.
Všimněme si, že ze zjǐstěného přenosu nejsme schopni zpětně určit proud nebo napět́ı na
jednotlivých prvćıch. Dává nám pouze představu o vztahu mezi vstupem a výstupem.
Pod́ıvejme se nyńı, jak je to s určeńım stavového popisu.

ad b) Při určováńı stavového popisu je potřeba zvolit stavové proměnné. Jako stavové
proměnné se u elektrických obvod̊u voĺı veličiny, které skokově neměńı svoji hodnotu.
Jedná se o napět́ı na kondenzátoru a o proud ćıvkou. I přes toto doporučeńı existuje při
volbě stavových proměnných volnost. Můžeme si totiž tyto veličiny vybrat v libovolném
pořad́ı. Zvolme si např́ıklad proud ćıvkou, který odpov́ıdá proudu v celém obvodu i jako
stavovou proměnnou x2 a napět́ı na kondenzátoru C, které je vlastně výstupńım napět́ım
u2 jako druhou stavovou proměnnou x1. Z fyziky v́ıme, že pro vztah mezi proudem a
napět́ım na ćıvce a na kondenzátoru plat́ı vztahy.

i = C
du2

dt

uL = L
di

dt

Tyto vzorečky se pokuśıme upravit tak, aby se zde vyskytovaly pouze stavové proměnné
a vstupy a výstupy. Napět́ı na ćıvce můžeme rozepsat jako uL = u1−uR−u2 = u1−Ri−u2.
Dosazeńım do předchoźıch rovnic a vyjádřeńım derivaćı stavových proměnných źıskáme

du2

dt
=

i

C

di

dt
=

1

L
(u1 − Ri − u2)

Toto je prvńı stavová rovnice popisuj́ıćı chováńı elektrického schématu podle obrázku
2.3. Druhá stavová rovnice popisuje výstupy ze systému. V našem př́ıpadě máme jeden
výstup, který je př́ımo roven jedné stavové proměnné u2(t),

y(t) = u2(t)
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Zkusme si stavové rovnice zapsat maticově. Předt́ım něž tak učińıme si nejprve přepǐsme
předchoźı rovnice do tvaru rovnic 2.2 a 2.4

du2

dt
= 0u2 +

1

C
i + 0u1

di

dt
= − 1

L
u2 −R

L
i +

1

L
u1

y = 1u2 +0i + 0u1

(2.7)

V maticovém zápisu potom dostáváme







du2

dt
di

dt






=







0
1

C

− 1

L
−R

L







(

u2

i

)

(

0
1

L

)

u1

y =
(

1 0
)

(

u2

i

)

+ 0u1

(2.8)

2.2 Vzájemný vztah mezi vnitřńım a vněǰśım popisem

Mezi vnitřńım a vněǰśım popisem existuje vzájemná souvislost. Pokud máme stavový popis
systému, můžeme z něho určit matici přenosových funkćı. To, že se jedná o matici je dáno
t́ım, že stavový popis je definován obecně pro v́ıce vstup̊u a výstup̊u. Naproti tomu přenos
systému je definován mezi jedńım vstupem a jedńım výstupem. V této matici jsou uloženy
všechny vzájemné kombinace vstup̊u a výstup̊u. Tento směr převodu je jednoznačný.
Pokud máme přenos systému s jedńım vstupem a jedńım výstupem, pak je možné ho
převést na stavový popis. Tento převod již neńı jednoznačný, protože existuje v́ıce, na
prvńı pohled r̊uzných, stavových popis̊u, které maj́ı stejné chováńı, jako jeden přenos.

2.3 Určeńı matice přenosových funkćı ze stavového popisu

Uvažujme lineárńı stacionárńı systém s m vstupy a r výstupy. Vněǰśı popis je reprezen-
tován matićı přenosových funkćı F (p)

F =











F11(p) F12(p) · · · F1m(p)
F21(p) F22(p) · · · F2m(p)

...
...

. . .
...

Fr1(p) Fr2(p) · · · Frm(p)











(2.9)

Pro vektor obraz̊u výstup̊u Y (p) = (Y1(p), Y2(p), · · · , Yr(p))T plat́ı

Y (p) = F (p)U(p) (2.10)

kde U (p) = (U1(p), U2(p), · · · , Um(p))T .

Pro jednotlivé prvky matice přenos̊u (přenosové matice) F (p) plat́ı Fij(p) = Yi(p)
Uj(p)
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Protože Y (p) a U (p) jsou vektory, jejichž děleńı neńı definováno, nemůžeme definičńı
vztah pro celou matici F (p) psát ve stejném tvaru jako vztahy pro jednotlivé jej́ı prvky.
Odvozeńı matice přenosu provedeme převodem stavových rovnic do Laplaceovy transfor-
mace.

pX(p) − X(0) = AX(p) + BU (p) (2.11)

Y (p) = CX(p) + DU(p) (2.12)

Přenosy jsou definovány pro nulové počátečńı podmı́nky, proto se prvńı rovnice zjednoduš́ı
na

pX(p) = AX(p) + BU (p) (2.13)

Nyńı si vyjádř́ıme X

X(p) = (pI − A)−1BU (p) (2.14)

kde I je jednotková matice.
Dosazeńım takto upravené prvńı stavové rovnice do druhé stavové rovnice v Laplaceově

transformaci dostaneme

Y (p) =
[

C(pI − A)−1B + D
]

U (p) (2.15)

Z matematiky v́ıme, že inverze matice (pI −A)−1 se dá spoč́ıtat jako pod́ıl jej́ı adjun-
gované s jej́ım determinantem. Potom

Y (p) =

[

C
1

det (pI − A)
adj(pI − A)B + D

]

U(p) (2.16)

V hranatých závorkách je źıskaný přenos F (p). Přenosová matice má póly rovné
vlastńım č́ısl̊um matice A. To neznamená, že by všechny přenosy v přenosové matici
obsahovaly všechny póly F (p), protože některé z nich se mohou zkrátit s kořenovými
činiteli v čitateli.

Zpětná transformace matice přenos̊u F (p) dává matici impulsńıch charakteristik G(t).
Prvky této matice gij(t) reprezentuj́ı odezvu systému na i-tém výstupu na Dirak̊uv impuls
p̊usob́ıćı na j-tém vstupu.

Př́ıklad 2.2 Systém je popsán následuj́ıćımi maticemi:

A =

(

0 1
0 −2

)

B =

(

1 0
0 1

)

C =
(

1 2
)

D = 0 (2.17)

Určete přenosovou matici F (p).
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Na základě dimenźı matic v́ıme, že systém má dva vstupy a jeden výstup. Nejprve
vypoč́ıtáme inverzi matice

pI − A = p

(

1 0
0 1

)

−
(

0 1
0 −2

)

=

(

p 1
0 p + 2

)

(pI − A)−1 =
1

det (pI − A)
adj(pI − A) =

1

p(p + 2)

(

p + 2 1
0 p

)

(2.18)

Pro matici přenos̊u potom plat́ı

F (p) = C(pI − A)−1B =
(

1 2
) 1

p(p + 2)

(

p + 2 1
0 p

)(

1 0
0 1

)

(2.19)

2.4 Přechod k jiným stavovým proměnným

Regulárńı transformace stavových proměnných vytvář́ı novou stavovou reprezentaci, která
má stejné vztahy mezi vstupy a výstupy. Množina n nových stavových proměnných se źıská
transformaćı

x′
1 = p11x1 + p12x2 + · · · + p1nxn

x′
2 = p21x1 + p22x2 + · · · + p2nxn (2.20)

...

x′
n = pn1x1 + pn2x2 + · · · + pnnxn

Tento vzorec můžeme zapsat maticově

x′ = Px (2.21)

Pokud je provedená transformace regulárńı, potom se daj́ı p̊uvodńı stavové proměnné
vyjádřit na základě nových stavových proměnných pomoćı inverzńı transformace

x = Qx′ = P−1x′ (2.22)

Když dosad́ıme inverzńı transformaci do stavových rovnic (2.3) a (2.5), źıskáme

P−1ẋ′ = AP−1x′ + Bu

ẋ′ = (PAP−1)x′ + (PB)u (2.23)

y = (CP−1)x′ + Du

Zavedeme-li označeńı nových matic

A′ = PAP−1

B′ = PB (2.24)

C ′ = CP−1



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 23

jsou nové stavové rovnice

ẋ′ = A′x′ + B′u (2.25)

y = C ′x′ + Du

Ukažme, že vztahy mezi vstupy a výstupy jsou u obou stavových popis̊u stejné.
Matice přenosových funkćı transformovaného systému je

F ′(p) = C ′(pI − A′)−1B′

Pokud v této rovnici nahrad́ıme nové matice maticemi p̊uvodńıho systému, źıskáme rovnici

F ′(p) = CP−1(pI − PAP−1)−1PB =

= CP−1(pPP−1 − PAP−1)−1PB =

= CP−1[P (pI − A)P−1]−1PB =

= CP−1P (pI − A)−1P−1PB =

= C(pI − A)−1B

což je stejná matice přenosových funkćı jako pro systém s p̊uvodńımi stavovými proměnnými.

Př́ıklad 2.3 Pomoćı programu Matlab převed’te systém popsaný přenosem

F (p) =
1

p3 + 2p2 + 3p + 1

na systém popsaný stavovými rovnicemi. Źıskané vyjádřeńı převed’te na jiný tvar pomoćı
transformačńı matice

P =





1 0 1
0 1 2
0 0 3





Nejprve zadáme přenos

>> F = tf(1,[1 2 3 1]);

Potom ho převedeme na stavový popis

>> Fss = ss(F)

a = b =

x1 x2 x3 u1

x1 -2 -0.75 -0.0625 x1 0.25

x2 4 0 0 x2 0

x3 0 4 0 x3 0

c = d =

x1 x2 x3 u1

y1 0 0 0.25 y1 0
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stavový popis systému přetransformujeme na nový pomoćı transformačńı matice

>> P = [1 0 1;0 1 2;0 0 3]; Fsst = ss2ss(Fss,P)

a = b =

x1 x2 x3 u1

x1 -2 3.25 -1.521 x1 0.25

x2 4 8 -6.667 x2 0

x3 0 12 -8 x3 0

c = d =

x1 x2 x3 u1

y1 0 0 0.08333 y1 0

2.5 Určeńı stavového popisu z přenosu jednorozměrných systémů

Máme-li přenos jednorozměrného systému v Laplaceově transformaci, či diferenciálńı
rovnici, můžeme provést převod na stavový popis. Jak již bylo řečeno, neńı stavový popis
jednoznačný. Některé tvary přenos̊u maj́ı zvláštńı postaveńı při určováńı stavového popisu
systému. Tato zvláštnost se projevuje t́ım, že prvky matic A, B, C a D př́ımo souvisej́ı se
zápisem v Laplaceově transformaci, takže jejich určeńı je (jak si ukážeme v následuj́ıćıch
podkapitolách) jednoduchou záležitost́ı. O přenosové funkci předpokládáme, že je ve tvaru
racionálńı funkce lomené, neobsahuje žádné nevykrácené nuly a póly. Takový systém byl
neřiditelný a nepozorovatelný. Tyto dva pojmy budou rozebrány později.

2.5.1 Př́ımé programováńı

Tento zp̊usob převodu je vhodný, jestliže přenosová funkce je ve tvaru poměru dvou
polynomů

F (p) =
Y (p)

U(p)
=

bmpm + bm−1p
m−1 + · · · + b1p + b0

pn + an−1pn−1 + · · · + a1p + a0

, kde m ≤ n (2.26)

Stavový diagram, který odpov́ıdá tomuto systému je na obrázku 2.4, což dokážeme tak,
že odvod́ıme přenosovou funkci diagramu. Pro Laplace̊uv obraz funkce e(t) plat́ı

E(p) = U(p) − E(p)

(

an−1

p
+

an−2

p2
+ · · · +

a0

pn

)

a pro obraz výstupu

Y (p) = E(p)

(

bn +
1

p
bn−1 +

1

p2
bn−2 + · · · +

1

pn−1
b1 +

1

pn
b0

)

Vyjádřeńım U(p), dosazeńım do poměru Y (p)/U(p) a vynásobeńım čitatele i jmeno-
vatele pn dostaneme stejný přenos jako je uveden v rovnici 2.26. Pokud plat́ı m = n − k,
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jsou koeficienty bi pro i = n, n − 1, n − 2, · · · , n − k nulové. Pokud zvoĺıme výstupy
integrátor̊u za stavové proměnné x1(t) až xn(t), jsou matice systému ve tvaru

A =















0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1
−a0 −a1 −a2 · · · −an−1















B =















0
0
...
0
1















C = [(b0 − a0bn), (b1 − a1bn), · · · , (bn−1 − an−1bn)] D = bn

(2.27)

U většiny reálných dynamických systémů plat́ı n > m. To znamená, že koeficient
bn je nulový, č́ımž se podstatně zjednoduš́ı matice C a matice př́ımých vazeb ze vs-
tupu na výstup je nulová D = 0. Při tomto zp̊usobu konstrukce źıskáváme zvláštńı tvar
systémových matic. Matice A má nenulové pouze jednotkové koeficienty nad hlavńı di-
agonálou a v posledńım řádku jsou záporně vzaté koeficienty polynomu ve jmenovateli
přenosu F (p). Jak již v́ıme, je dynamika systému dána právě jmenovatelem přenosu. Proto
nepřekvapuje, že je matice zpětných vazeb svázána právě s jmenovatelem. Tato realizace
stavového popisu se nazývá Frobeni̊uv kanonický tvar.

Poznámka: V některé literatuře a také v programu Matlab jsou stavy indexovány v
obráceném pořad́ı. To se nám projev́ı ve změně tvaru systémových matic. Matice A má
potom nenulové pouze jednotkové koeficienty pod hlavńı diagonálou a koeficienty v prvńım
řádku, které jsou záporně vzaté koeficienty ve jmenovateli přenosu F (p), ale v obráceném
pořad́ı. Matice B a C, které jsou v našem uvažovaném př́ıpadě jednorozměrových systémů
vektory jsou potom v obráceném pořad́ı. Je trošku matoućı, že i tento zp̊usob zápisu je
nazýván kanonickým tvarem.

2.5.2 Paralelńı programováńı

Tento zp̊usob konverze přenosové funkce do stavového popisu se použ́ıvá tehdy, pokud
je přenos systému ve tvaru součtu jednoduchých výraz̊u, jejichž jmenovatel je nejvýše
druhého řádu.

F (p) =
b1

p + a1

+
b2

p + a2

+ · · · +
bk

p2 + ak−1p + ak

+
bn

p + an

(2.28)

Stavový diagram odpov́ıdaj́ıćı tomuto přenosu je na obrázku 2.5. Stavové matice maj́ı
tvar.

A =



















−a1 0 0 · · · 0 0 · · · 0
0 −a2 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 · · · −ak−1 −ak · · · 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 · · · 0 0 · · · −an



















B =















1
1
...
1
1















C = [b1, b2, · · · , 0, bk, · · · , bn] D = 0

(2.29)
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u(t)

e(t)

bn

xn(0)

∫ xn

−an−1

bn−1

xn−1(0)

∫ xn−1

−an−2

bn−2

x2(0)

∫ x2

−a1

b1

x1(0)

∫ x1

−a0

b0

y(t)

Obrázek 2.4: Stavový diagram př́ımého programováńı

Tento tvar matice A je Jordan̊uv kanonický tvar. Matice A má všechny prvky mimo
hlavńı diagonálu nulové a na hlavńı diagonále jsou vlastńı č́ısla matice A. Vyj́ımku tvoř́ı
koeficienty odpov́ıdaj́ıćı dvojčlenu (vlastńı č́ısla jsou komplexńı). Tento tvar je nesmı́rně
výhodný pro daľśı výpočty a pokud je to možné, snaž́ıme se jej vždy použ́ıt. Podmı́nkou
je ovšem znalost vlastńıch č́ısel matice A, což bývá málokdy splněno.

2.5.3 Sériové programováńı

Převod pomoćı sériového programováńı je vhodný, pokud je přenosová funkce ve tvaru
součinu kořenových činitel̊u.

F (p) =
b0(p + b1)(p + b2) · · · (p + bm)

(p + a1)(p + a2) · · · (p + an)
(2.30)

Stavový diagram, který odpov́ıdá přenosu 2.30, je na obrázku 2.6. Tvoř́ı jej kaskádńı
spojeńı elementárńıch blok̊u, které odpov́ıdaj́ı jednotlivým pól̊um a nulám přenosu. Pokud
by se v čitateli nebo jmenovateli přenosu 2.30 vyskytly komplexńı kořeny, použije se pro
jejich realizace blok sestavený ze dvou integrátor̊u. Zvoĺıme-li za stavové proměnné opět
výstupy jednotlivých integrátor̊u, bude platit tato soustava rovnic.

Př́ıklad 2.4 Přenos systému je dán ve třech tvarech. Sestavte stavové diagramy a matice
pro všechny tři př́ıpady.

F (p) =
2p + 1

p2 + 5p + 4
=

2(p + 0.5)

(p + 4)(p + 1)
=

7/3

p + 4
− 1/3

p + 1
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u(t) y(t)

x1(0)

∫ x1(t)
b1

−a1

x2(0)

∫ x2(t)
b2

−a2

xk−1(0)

∫ xk−1(t)

xk(0)

∫ xk(t)
bk

−ak−1 −ak

xn(0)

∫ xn(t)
bn

−an

Obrázek 2.5: Stavový diagram paralelńıho programováńı

u(t)

xn(0)

∫ xn(t)

−an

xn−1(0)

∫ xn−1(t)

−an−1

bn−1

x1(0)

∫ x1(t)

−a1

b1 b0

y(t)

Obrázek 2.6: Stavový diagram sériového programováńı
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Uvedeným tvar̊um přenosu odpov́ıdaj́ı realizace stavových diagramů metodou př́ımého,
sériového a paralelńıho programováńı. Schémata stavových diagramů jsou na obrázćıch
2.7, 2.8 a 2.5. Stavové matice maj́ı následuj́ıćı tvary:

a) př́ımé programováńı

A =

(

0 1
−4 −5

)

B =

(

0
1

)

C = (1, 2) D = 0 (2.31)

b) sériové programováńı

A =

(

= −1 1
0 4

)

B =

(

0
1

)

C = (−0.5, 2) D = 0 (2.32)

c) paralelńı programováńı

A =

(

= −4 0
0 −1

)

B =

(

1
1

)

C = (7/3,−1/3) D = 0 (2.33)

u(t)

x2(0)

∫ x2

−5

2
x1(0)

∫ x1

−4

1

y(t)

Obrázek 2.7: Př́ıklad př́ımého programováńı

2.6 Shrnut́ı

V této kapitole jsme se seznámili se základy stavového popisu. Po nadefinováńı pojmů
byly vysvětleny dvě stavové rovnice. Prvńı stavová rovnice definuje chováńı stav̊u v
čase, protože obsahuje prvńı derivace stavových proměnných. Určuje dynamické chováńı
systému. Druhá stavová rovnice je algebraická. Definuje, jak se jednotlivé vstupy a stavy
pod́ılej́ı na výsledných výstupech systému. Stavový popis systému neńı jednoznačně daný,
jako je tomu u vstup-výstupńıho popisu. Existuje nekonečně mnoho stavových popis̊u
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u(t)

x2(0)

∫ x2(t)

−4

x1(0)

∫ x1(t)

−1

0.5 2
y(t)

Obrázek 2.8: Př́ıklad sériového programováńı

u(t) y(t)

x1(0)

∫ x1(t) 7

3

−4

x2(0)

∫ x2(t)
−1

3

−1

Obrázek 2.9: Stavový diagram př́ıkladu na paralelńıho programováńı
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systému, který má jednu a tutéž matici přenos̊u. Již při r̊uzné volbě pořad́ı stavových
proměnných ve stavovém vektoru vede na odlǐsné matice systému. Vysvětlili jsme si,
jakým zp̊usobem lze transformovat stavové rovnice na jiný tvar pomoćı regulárńı trans-
formačńı matice. Naučili jsme se zde převádět stavový popis na matici přenosových funkćı
a zpětně ze známého přenosu SISO systému popsaného přenosovou funkćı źıskat stavové
vyjádřeńı. V závislosti na zadáńı přenosové funkce lze s výhodou použ́ıt př́ımé pro-
gramováńı, sériové programováńı nebo paralelńı programováńı.

2.7 Kontrolńı otázky

Otázka 2.1 Napǐste stavové rovnice lineárńıho spojitého systému a popǐste je.

Otázka 2.2 Je stavový popis jednoznačný?

Otázka 2.3 Proč se použ́ıvá stavového popisu k popisu systém̊u a jaké jsou jeho výhody?

Otázka 2.4 Jaké jsou hodnosti matic A, B, C a D charakterizuj́ıćı stavový popis spo-
jitého systému?

Otázka 2.5 Nakreslete obecné stavové schéma lineárńıho spojitého systému.

Otázka 2.6 Jaké jsou základńı postupy pro výpočet matic systému z přenosu u jednorozměrných
systém̊u.

Otázka 2.7 Jaký tvar převodu do stavového prostoru je vhodný, pokud je přenosová
funkce zapsána ve tvaru poměru dvou polynom̊u.

Otázka 2.8 Jaký tvar převodu do stavového prostoru je vhodný, pokud je přenosová
funkce zapsána ve tvaru poměru součin̊u kořenových činitel̊u.

Otázka 2.9 Jaký tvar převodu do stavového prostoru je vhodný, pokud je přenosová
funkce zapsána ve tvaru součtu jednoduchých výraz̊u, jejichž jmenovatel je nejvýše druhého
řádu.
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3 Regulované soustavy

Objekty ř́ızeńı, neboli regulované soustavy, jsou velmi rozmanité a maj́ı r̊uzné vlastnosti.
Bylo jǐz řečeno, že v rámci tohoto kurzu se omeźıme na soustavy se soustředěnými parame-
try, časově neproměnné a linearizovatelné. Přesto, vzhledem k rozmanitosti dynamických
vlastnost́ı, zbývá ještě velké množstv́ı r̊uzných typ̊u soustav. V této kapitole ukážeme několik
skupin soustav, které maj́ı charakteristické vlastnosti a zejména v technické praxi se často
vyskytuj́ı. Dále se budeme zabývat identifikaćı reálných soustav a tvorbou jejich model̊u,
což je nutně spojeno s aproximaćı (kromě jǐz zmı́něné linearizace ).

3.1 Přetlumené (nekmitavé) soustavy

V pr̊umyslové praxi se nejčastěji setkáváme se soustavami, které jsou tvořeny sériovým
spojeńım setrvačných článk̊u. Všechny póly takových soustav jsou reálné záporné, im-
pulsńı i přechodová charakteristika nemá kmitavý pr̊uběh. Z hlediska ř́ızeńı je d̊uležitá
jak hodnota největš́ıch (dominantńıch) časových konstant, tak řád soustavy (tj. počet
setrvačných článk̊u), neboli také řád popisuj́ıćı diferenciálńı či diferenčńı rovnice. Názorně
to ukazuje obrázek 3.1, na kterém jsou uvedeny přechodové charakteristiky soustav,
tvořených setrvačnými články se stejnou časovou konstantou. Přenosová funkce soustavy
má tvar

F (p) =
ks

(Tp + 1)n

kde ks je statické ześıleńı, T je časová konstanta a n je jej́ı řád. Na obrázku 3.1 jsou
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y(t)
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Obrázek 3.1: Přechodové charakteristiky pro systémy prvńıho až pátého řádu

přechodové charakteristiky pro ks = 1, T = 1 a n = 1, 2, · · · 5. Podobné vlastnosti maj́ı
i diskrétńı soustavy, složené ze setrvačných článk̊u. Pak je ovšem podstatné, zda mezi
jednotlivými články je či neńı zapojen vzorkovaćı člen.

Připomeňme, že spojitá soustava, která má přenosovou funkci ve tvaru:

F (p) =
ks

(T1p + 1)(T2p + 1) · · · (Tnp + 1)
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bude mı́t diskrétńı obdobu přenosové funkce (plat́ı pro př́ıpad blokově znázorněný na
obrázku 3.2, kdy na vstupu i výstupu soustavy jsou zapojeny vzorkovaćı členy a před
soustavou je zařazen tvarovaćı člen nultého řádu- tzv. přidržovač) ve tvaru

F (z) =
bn−1z

n−1 + bn−2z
n−2 + · · · + b1z + b0

(z − α1)(z − αn−1) · · · (z − αn)

kde αi = e
−Tv
Ti . Tv je perioda vzorkováńı a Ti jsou jednotlivé časové konstanty spojité

soustavy. Podrobné odvozeńı a vysvětleńı procesu vzorkováńı je náplńı kurzu Systémy,
procesy a signály, zde uvád́ıme jen podstatné d̊usledky. K nim patř́ı i ta skutečnost, že při

x(t)
T

x(k) Tvarovač
nultého
řádu

Spojitá
soustava

T
y(k)

Obrázek 3.2: Proces diskretizace spojité soustavy

procesu vzorkováńı mohou u diskrétńı přenosové funkce vzniknout nuly (kořeny polynomu
v čitateli přenosové funkce), které lež́ı v nestabilńı oblasti, tj. vně jednotkové kružnice v
komplexńı rovině Z. Pokud přenos soustavy obsahuje takové nuly (u spojitých soustav tyto
nuly lež́ı v pravé polorovině roviny p), jde o soustavu s neminimálńı fáźı. Ř́ızeńı takových
soustav a návrh jejich ř́ıd́ıćıch algoritmů vyžaduje zvláštńı postupy, na které v př́ıpadě
potřeby v tomto textu zvláště upozorńıme. Zat́ımco u spojitých systémů se neminimálně
fázové soustavy vyskytuj́ı zř́ıdka (výjimku tvoř́ı ty soustavy, ve kterých je př́ıtomno do-
pravńı zpožděńı), v diskrétńıch systémech je to jev poměrně běžný. Regulovaná soustava
je často tvořena několika sériově spojenými články s r̊uznými časovými konstantami. Pak
zálež́ı na tom, zda se jedná o přibližně stejné nebo velmi rozd́ılné konstanty. Jak už
bylo řečeno, každé časové konstantě odpov́ıdá pól přenosové funkce (při použit́ı stavového
popisu je to vlastńı č́ıslo matice zpětných vazeb A). Všechny tyto póly lež́ı v př́ıpadě spo-
jitého systému na záporné reálné poloose, v př́ıpadě diskrétńıho systému na kladné reálné
poloose v intervalu 0-1. Č́ım větš́ı je časová konstanta, t́ım bĺıže k počátku (u spojitého
systému) nebo bĺıže k bodu 1 (u diskrétńıho systému) j́ı odpov́ıdaj́ıćı pól lež́ı. Vı́me, že
na dynamiku soustavy maj́ı největš́ı vliv největš́ı časové konstanty. Proto ty póly, které
lež́ı nejbĺıž zmı́něným bod̊um nazýváme dominantńı. Často pak při návrhu ř́ıd́ıćıho algo-
ritmu pracujeme se zjednodušeným modelem soustavy, ve kterém jsou pouze dominantńı
póly a ostatńı zanedbáváme. To je ovšem možné jedině tehdy, když frekvenčńı vlastnosti
celého otevřeného obvodu (tj. včetně regulátoru) jsou takové, že vliv zanedbáńı malých
časových konstant se neprojev́ı. Prakticky to znamená, že oblast středńıch kmitočt̊u, kde
tvar frekvenčńı charakteristiky určuje jak stabilitu, tak dynamické vlastnosti uzavřeného
obvodu, je nižš́ı, než oblast, ve které by se projevil vliv př́ıtomnosti oněch zanedbaných
konstant.
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3.2 Kmitavé soustavy

O kmitavých soustavách mluv́ıme tehdy, jestliže se v jejich přenosové funkci vyskytuj́ı
komplexně sdružené póly. V časových odezvách (impulsńı a přechodová charakteristika)
se pak vyskytuj́ı harmonické funkce typu sin a cos. Pokud kmitavé póly nejsou v přenosové
funkci dominantńı, nemuśı však být kmitavý charakter na časovém pr̊uběhu výrazně pa-
trný. Tak např́ıklad přenosová funkce

F1(p) =
1

(p2 + p + 1)(0.1p + 1)

má komplexńı póly p1,2 = −0.5±0.866j a reálný pól p3 = −10. Impulsńı odezva, uvedená
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F (p) =
1

(p2 + p + 1)(0.1p + 1)

Obrázek 3.3: Impulsńı odezva výrazně kmitavé soustavy

na obrázku 3.3 jasně ukazuje na kmitavý charakter této soustavy, u které oba komplexńı
póly jsou dominantńı. Změńıme-li hodnotu časové konstanty stokrát, takže dominantńım
se nyńı stane pól p3 = −0.1, bude odezva sṕı̌se odpov́ıdat soustavě přetlumené (viz.
obrázek 3.4). Z pr̊uběhu odezvy je ovšem zřejmé, že se jedná o soustavu vyšš́ıho řádu
(svědč́ı o tom tvar odezvy v okoĺı počátku a též nepravidelnosti v sestupové části charak-
teristiky).

Doporučeńı:
Modelováńım v jazyce MATLAB zjistěte, jaký vliv na tvar impulsńı odezvy bude mı́t
změna tlumeńı kmitavé části soustavy při nezměněné reálné části. Ve výše uvedeném
př́ıkladě, je <(p1,2) = −0.5 a poměrné tlumeńı je ξ = 0.5. Pro dvakrát menš́ı tlumeńı a
stejnou hodnotu reálné části pól̊u plat́ı p1,2 = −0.5± 1.936j a př́ıslušná přenosová funkce
(samotné kmitavé části) pak je

F3(p) =
1

0.25p2 + 0.25p + 1

Zopakujme, že u kmitavých článk̊u jsou d̊uležité dva parametry: časová konstanta T a
poměrné tlumeńı ξ. Přenosová funkce má tvar

F (p) =
k

T 2p2 + 2Tξp + 1
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Obrázek 3.4: Impulsńı odezva kmitavého systému s reálným dominantńım pólem

Dále jsou definovány tři d̊uležité frekvence:

• vlastńı frekvence netlumených kmit̊u, pro kterou plat́ı ω0 = 1
T

• vlastńı frekvence ωv . Je to frekvence kmit̊u odezvy a plat́ı pro ni rovnice ωv =
1
T

√

1 − ξ2

• resonančńı frekvence ωr, která udává frekvenci ve které má frekvenčńı charakteris-
tika resonančńı převýšeńı. Toto převýšeńı ovšem vzniká pouze v př́ıpadě, že poměrné
tlumeńı je menš́ı než 0.7. Pro resonančńı frekvenci plat́ı rovnice ωr = 1

T

√
1 − 2ξ

V soustavách se může vyskytovat i několik kmitavých článk̊u. Celkový charakter sous-
tavy pak zálež́ı tom, který z nich je dominantńı, čili ten, jehož póly lež́ı nejbĺıže imaginárńı
osy (př́ıpadně nejbĺıže bodu 1 u diskrétńıch systémů).

3.3 Soustavy s astatismem

Jsou charakteristické př́ıtomnost́ı pólu přenosové funkce v počátku. Je-li to pól v́ıcenásobný,
jde o soustavy s astatismem vyšš́ıho řádu. Jejich ř́ızeńı je velmi obt́ıžné, nebot’ obvody
s takovýmito soustavami jsou náchylné k nestabilitě. Astatických systému je v technické
praxi celá řada. Jsou to téměř všechny servomotory, jejichž výstupem je poloha nebo
úhlové natočeńı, systémy s akumulaćı kapalin (nádrže), stranové ř́ızeńı vozidel, lod́ı i
letadel, apod. I astatické soustavy mohou být přetlumené či kmitavé. Jsou charakteri-
stické t́ım, že se jejich přechodová charakteristika neustáĺı na nějaké konstantńı hodnotě,
nýbrž nar̊ustá do nekonečna. Např́ıklad přenosová funkce

F (p) =
1

p(p + 1)

má jeden pól v počátku a proto se jedná o soustavu s astatismem. Někdy zmiňujeme také
řád astatismu. Výše uvedený přenos má astatismus prvńıho řádu.
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3.4 Soustavy s neminimálńı fáźı

Jedná se o soustavy, jejichž přenos má alespoň jednu nulu v pravé polorovině kom-
plexńı roviny p. Jej́ı př́ıtomnost se projev́ı ve frekvenčńıch charakteristikách i v časových
odezvách. Ve frekvenčńıch charakteristikách přestává platit vztah mezi sklonem amplitu-
dové frekvenčńı charakteristiky a fáźı, protože fáze již neńı minimálńı. Odtud označeńı
těchto systémů. V časové oblasti se nám př́ıtomnost nestabilńı nuly projev́ı počátečńım
podkmitem přechodové charakteristiky do záporných hodnot. Jako př́ıklad této soustavy
můžeme uvést kotel na uhelný prach. Nasypáńı uhelného prachu do kotle zp̊usob́ı nejprve
jakoby jeho zahašeńı, což se projev́ı počátečńım poklesem teploty. Po chv́ıli ale dojde k
rozhořeńı paliva a k nár̊ustu teploty.

Pokud hledáme diskrétńı ekvivalent spojité soustavy řádu vyšš́ıho než druhého v Z
transformaci, potom jej́ı ekvivalent vycháźı prakticky vždycky fázově neminimálńı. To
znamená, že alespoň jedna nula lež́ı mimo jednotkové kružnice.

3.5 Identifikace regulovaných soustav

Pro návrh regulátoru potřebujeme obvykle znát matematický model regulované soustavy.
Existuje sice několik postup̊u, které umožňuj́ı navrhnout algoritmus ř́ızeńı bez popisu
vlastnost́ı soustavy, použ́ıváme je však sṕı̌se jako krajńı řešeńı v těch př́ıpadech, kdy for-
mulace matematického modelu je bud’ nemožná, nebo velmi obt́ıžná. Pro běžné a lineari-
zovatelné soustavy však neńı obvykle př́ılǐs obt́ıžné naj́ıt alespoň přibližný popis-model.
Lze k němu dospět bud’ analyticky, tj. formulaćı př́ıslušných diferenciálńıch či diferenčńıch
rovnic (na základě fyzikálně chemických děj̊u, které v soustavě prob́ıhaj́ı) nebo experi-
mentálně, měřeńım statických i dynamických vlastnost́ı reálného objektu.

Při tomto zp̊usobu identifikace obvykle použ́ıváme pro buzeńı soustavy některý typ-
ický signál. Nejčastěji je to skoková změna, nebo harmonický pr̊uběh. Třet́ı standardńı
časový pr̊uběh, totiž jednotkový impuls, je obt́ıžné realizovat a použ́ıvá se sṕı̌se výjimečně.
Použijeme-li skok vstupńı veličiny, obdrž́ıme jako odezvu přechodovou charakteristiku. To
ovšem plat́ı za předpokladu nulových počátečńıch podmı́nek a při absenci poruchových
signál̊u (na soustavu kromě vstupńı veličiny nep̊usob́ı žádný jiný signál). Budeme-li sous-
tavu budit harmonickým signálem, jehož frekvenci budeme postupně měnit, můžeme měřit
ześıleńı a fázový posun procházej́ıćıho signálu a źıskat tak jednotlivé body frekvenčńı
charakteristiky. S ohledem na praktické podmı́nky lze doporučit:

• Měřeńı přechodové charakteristiky je vhodné pro soustavy s předpokládanými časovými
konstantami v rozmeźı jednotek až tiśıc̊u sekund; zapisovače pro takové časové
pr̊uběhy jsou běžně dostupné a realizace dostatečně věrné skokové změny vstupńı
veličiny je možná. vzorkováńı mikroprocesorem.

• Měřeńı s použit́ım harmonického signálu je vhodné sṕı̌se pro rychleǰśı soustavy,
nebot’ po každé změně frekvence je třeba počkat, až dozńı přechodný děj vyvolaný
touto změnou. Totéž plat́ı v př́ıpadě, kdy nejsou zaručeny nulové počátečńı podmı́nky.
Nevýhodou frekvenčńıho měřeńı je nutnost předem odhadnout frekvenčńı rozsah, ve
kterém se dynamické vlastnosti soustavy projev́ı.
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Společnou nevýhodou měřeńı přechodové charakteristiky nebo jednotlivých bod̊u frekvenčńı
charakteristiky je nutnost izolovat soustavu od jiných signálových vliv̊u. To je možné
jen při vyřazeńı soustavy z běžného provozu. Existuje i řada tzv. ”on-line” postup̊u,
které určuj́ı potřebný matematický model na základě dlouhodobého měřeńı vstupńıch a
výstupńıch hodnot. Nejpouž́ıvaněǰśı je metoda minima součtu kvadrát̊u odchylek. Jej́ı
princip ukážeme na jednoduchém př́ıkladě.

Předpokládejme, že identifikovaná soustava má předpokládaný diskrétńı přenos ve
tvaru

F (z) =
a

z − b

Diskrétńı přenos použ́ıváme pro jednoduchost vysvětleńı). Úkolem identifikace je určit
hodnoty parametr̊u a, b . Vstupńı veličina je x(k), výstupńı y(k), kde k je krok diskrétńıho
signálu. Z přenosu plyne, že plat́ı následuj́ıćı rovnice: y(k +1) = ax(k)+ by(k). Teoreticky
by tedy stačilo (za předpokladu nulových počátečńıch podmı́nek a absence vlivu p̊usobeńı
poruchového signálu) změřit dvě sobě odpov́ıdaj́ıćı dvojice vstupńıch a výstupńıch hod-
not. T́ım źıskáme dvě rovnice o dvou neznámých (a, b), které lze řešit za předpokladu,
že matice soustavy rovnic neńı singulárńı. To bude splněno, jestliže hodnoty vstupńıho
signálu budou r̊uzné. Pokud provedeme větš́ı množstv́ı měřeńı, než je nutné pro výpočet
neznámých parametr̊u soustavy, źıskáme možnost zmenšit vliv nenulových počátečńıch
podmı́nek i př́ıpadného poruchového signálu, který si můžeme představit jako chybu
prováděných měřeńı. Z teorie signál̊u je známo, že tento postup bude úspěšný, pokud
poruchový signál bude mı́t určité statistické parametry (npř. nulovou středńı hodnotu).
Podrobné matematické odvozeńı použitých algoritmů přesahuje rámec tohoto kurzu. Do-
dejme, že nevýhodou této metody je nutnost předem určit tvar matematického modelu
(počet neznámých parametr̊u v čitateli i jmenovateli přenosu). Podobné metody existuj́ı i
pro stanoveńı spojitého přenosu. V programu MATLAB je k dispozici několik modifikaćı
metody minima kvadrát̊u odchylek.

3.6 Aproximace regulovaných soustav

Aproximovat, znamená nahradit přesné hodnoty jejich přibližným odhadem. Proces aprox-
imace lze obecně uplatnit na kterýkoliv popis vlastnost́ı soustavy:

• diferenciálńı/diferenčńı rovnici, přesně popisuj́ıćı dynamiku soustavy lze nahradit
rovnićı nižš́ıho řádu, nebo jiného tvaru, kterou lze snáze řešit

• frekvenčńı charakteristiku lze ve zvoleném frekvenčńım pásmu nahradit charakter-
istikou jednodušš́ıho systému

• časovou odezvu (přechodovou nebo impulsńı charakteristiku) nahrad́ıme odezvou
některého ze zvolených aproximačńıch systémů (soustav)

• skutečné rozložeńı nul a pól̊u nahrad́ıme rozložeńım, ve kterém budou pouze domi-
nantńı póly a nuly.
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Poněkud obt́ıžněǰśı je aproximace ve stavovém prostoru, protože jakékoliv zjednodušeńı
znamená přechod z prostoru vyšš́ıho rozměru do prostoru nižš́ı dimense (odpov́ıdá sńıžeńı
řádu popisuj́ıćı diferenciálńı/diferenčńı rovnice).

V praxi se nejčastěji aproximuje změřená přechodová charakteristika charakteristikou
zvolené aproximačńı soustavy. Jde-li o přetlumené soustavy (bez kmitavých člen̊u) použ́ıvaj́ı
se tyto typy aproximaćı:

F1(p) =
k

Tp + 1
e−dp soustava prvńıho řádu s dopravńım zpožděńım

F2(p) =
k

(T1p + 1)(T2p + 1)
soustava druhého řádu s r̊uznými časovými
konstantami

F3(p) =
k

(T1p + 1)(T2p + 1)
e−dp soustava druhého řádu s dopravńım zpožděńım

F4(p) =
k

(Tp + 1)n

soustava n-tého řádu se stejnými časovými
konstantami

K rozhodnut́ı o typu vhodné aproximace je potřebné znát zejména polohu inflexńıho
bodu i a velikost parametr̊u nazývaných doba pr̊utahu Tu a doba náběhu Tn . Význam
jednotlivých parametr̊u je zřejmý z obrázku 3.5. Postup určeńı parametr̊u jednotlivých
aproximaćı záviśı na tvaru aproximačńıho přenosu. Pro přenos F1(p) plat́ı T = Tn a
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Obrázek 3.5: Parametry přechodové charakteristiky

d = Tu. Přenos F2(p) a F3(p) je vhodný pro výšku inflexńıho bodu menš́ı než 0.264.
Pro větš́ı hodnoty je vhodné použ́ıt aproximaci přenosem typu F4(p). Řád a velikost
časové konstanty určuje Tabulka 3.1. Uvedené hodnoty se vztahuj́ı k normovanému tvaru
přechodové charakteristiky, tj. se ześıleńım k = 1. Skutečnou hodnotu ześıleńı urč́ıme z
poměru velikosti vstupńıho skoku a rozd́ılu ustálených hodnot výstupńıho signálu.

O vhodnosti aproximace se lze přesvědčit srovnáńım přechodových charakteristik, nebo
porovnáńım frekvenčńıch charakteristik (pokud je k dispozici f.ch.skutečné soustavy.
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Řád n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Tu/Tn 0.00 0.104 0.218 0.319 0.410 0.493 0.570 0.642 0.709
Tn/T 1.00 2.718 3.695 4.463 5.119 5.699 6.226 7.144 7.590

Tabulka 3.1: Řád a velikost časové konstanty

3.6.1 Aproximace dopravńıho zpožděńı

Dopravńı zpožděńı neměńı tvar procházej́ıćıho signálu, pouze jej posunuje v čase. Mezi
vstupńım a výstupńım signálem plat́ı rovnice y(t) = x(t − d). Podle věty o posunut́ı v
originále lze př́ımo určit přenos

F (p) = e−dp

Na rozd́ıl od ostatńıch dynamických článk̊u tento přenos neńı vyjádřen poměrem dvou
polynomů. Funkci ex však lze vyjádřit pomoćı mocninné řady f(x) = f(0)+ f ′(0)

1!
+ f ′′(0)

2!
+

· · · . Zvoĺıme následuj́ıćı tvar:

F (p) = e−dp =
e−0.5dp

e0.5dp
=

1 − 0.5dp + · · ·
1 + 0.5dp + · · ·

V čitateli i jmenovateli jsou nyńı polynomy nekonečného řádu. Přenosová funkce do-
pravńıho zpožděńı má tedy nekonečně mnoho nul i pól̊u. Použijeme -li pouze omezený
počet člen̊u mocninných řad, dopust́ıme se jisté nepřesnosti. Aproximace Padého poly-
nomy tyto chyby minimalizuje vhodnou volbou koeficient̊u u jednotlivých mocnin operátoru
p. Hodnoty záviśı na řádu aproximačńıch polynomů (tj.na počtu člen̊u mocninné řady).
Tak pro třet́ı řád plat́ı:

Fa3(p) =
−p3 + 12d2p2 − 60dp + 120

p3 + 12d2p2 + 60dp + 120
(3.1)

a pro aproximačńı polynomy čtvrtého řádu:

Fa4(p) =
p4 − 20d3p3 + 180d2p2 − 840dp + 1680

p4 + 20d3p3 + 180d2p2 + 840dp + 1680
(3.2)

Je zřejmé, že plat́ı: limp→0 Fan(p) = 1, kdežto pro p → ∞ je limita rovna +1 pro sudé počty
člen̊u n aproximace a −1 pro liché. Tato náhrada přenosové funkce dopravńıho zpožděńı
je nutná při práci v jazyce MATLAB nebo SIMULINK, pokud se zpožděńı vyskytuje ve
zpětné vazbě, nebo je v systému v́ıce člen̊u s r̊uznými hodnotami zpožděńı d. Kvalita
aproximace stoupá, pokud je v sérii s dopravńım zpožděńım zapojen dynamický článek
typu dolnofrekvenčńı propusti (vyšš́ı frekvence, na kterých se aproximačńı charakteristika
značně lǐśı od skutečnosti, jsou tlumeny). Na obrázku 3.6 je přechodová charakteristika
samotné aproximace Padého rozvojem 4.̌rádu. Nahrazované dopravńı zpožděńı má hod-
notu d = 1. Na obrázku 3.7 je uvedena aproximace systému druhého řádu se stejnými
časovými konstantami velikosti T = 2s a dopravńım zpožděńım d = 1. Použita je stejná
aproximace Padeho rozvojem 4.̌rádu. Je patrno, že aproximace dopravńıho zpožděńı je
nyńı podstatně věrněǰśı.
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Obrázek 3.6: Přechodová charakteristika Padého aproximace 4. řádu
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Obrázek 3.7: Přechodová charakteristika systému 2. řádu s dopravńım zpožděńım real-
izovaným Padého aproximaćı
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3.6.2 Využit́ı programu Matlab

Definujme si v programu Matlab přenos druhého řádu F (p) = 1
(2p+1)2

e−p.

>> Fp = zpk([],[-0.5 -0.5],0.25)

Zero/pole/gain:

0.25

---------

(s+0.5)^2

Nadefinovali jsme si přenos Fp zat́ım bez dopravńıho zpožděńı, u které ale můžeme nas-
tavovat daľśı parametry. Které to jsou, se dozv́ıme pomoćı př́ıkazu

>> get(Fp)

z: {[0x1 double]}

p: {1x1 cell}

k: 0.25

Variable: ’s’

DisplayFormat: ’roots’

Ts: 0

ioDelay: 0

InputDelay: 0

OutputDelay: 0

InputName: {’’}

OutputName: {’’}

InputGroup: {0x2 cell}

OutputGroup: {0x2 cell}

Notes: {}

UserData: []

Pro zadańı velikosti dopravńıho zpožděńı jsou pro nás zaj́ımavé parametry InputDelay a
OutputDelay. Můžeme tedy umı́stit dopravńı zpožděńı na vstup nebo na výstup. Řekněme,
že v našem př́ıpadě p̊usob́ı dopravńı zpožděńı na výstupu.

>> set(Fp,’OutputDelay’,1)

>> Fp

Zero/pole/gain:

0.25

exp(-1*s) * ---------

(s+0.5)^2

Takto nadefinovaný přenos můžeme použ́ıt např́ıklad pro vykresleńı přechodové, im-
pulsové, či frekvenčńı charakteristiky. Nemůžeme ji bohužel použ́ıt např́ıklad v př́ıkazu
feedback. Pro tento př́ıpad muśıme použ́ıt Padého aproximaci dopravńıho zpožděńı. Ta
je v programu Matlab podporována př́ıkazem pade.
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>> Fpapp = pade(Fp,4)

Zero/pole/gain:

0.25 (s^2 - 11.58s + 36.56) (s^2 - 8.415s + 45.95)

---------------------------------------------------------

(s+0.5)^2 (s^2 + 11.58s + 36.56) (s^2 + 8.415s + 45.95)

T́ımto př́ıkazem jsme převedli systém s dopravńım zpožděńım na systém, kde se již do-
pravńı zpožděńı implicitně nevyskytuje, protože je nahrazeno Padého aproximaćı (v tomto
př́ıpadě 4. řádu). Tento tvar přenosu je již samozřejmě př́ıpustný i pro př́ıkaz feedback.

Př́ıkaz pade lze použ́ıt i pro źıskáńı Padého aproximace libovolného řádu pouze do-
pravńıho zpožděńı (bez zadáńı systému)

>> [n,d]=pade(1,3)

n =

-1 12 -60 120

d =

1 12 60 120

Tento př́ıkaz vrátil čitatel a jmenovatel Padého aproximace dopravńıho zpožděńı d =
1 (prvńı parametr) 3. řádu (druhý parametr). Srovnejte výsledek s koeficienty přenosu
(3.1). Bez použit́ı parametr̊u na pravé straně nakresĺı v grafu přechodovou a frekvenčńı
charakteristiku zvolené aproximace.

>> pade(1,4)

Srovnejte vykreslenou přechodovou charakteristiku s obrázkem 3.6.

3.7 Shrnut́ı

Před t́ım, než se můžeme pustit do návrhu regulátoru, se muśıme pokusit źıskat co možná
nejv́ıce informaćı o soustavě, kterou chceme ř́ıdit. V této kapitole jsme se dozvěděli, že
informaćı o soustavě může být znalost typu regulované soustavy. Soustavy mohou být
přetlumené nebo kmitavé, statické nebo astatické, fázově minimálńı nebo neminimálńı, s
dopravńım zpožděńım nebo bez dopravńıho zpožděńı, př́ıpadně jejich kombinace. Naučili
jsme se jak rozpoznat daný typ soustavy z naměřené přechodové, impulzńı nebo frekvenčńı
charakteristiky. V druhé části této kapitoly bylo ukázáno několik možnost́ı identifikace reg-
ulovaných soustav. Jako apriorńı informace identifikace často vstupuje zjǐstěný typ sous-
tavy. Výsledkem identifikace je přenos soustavy. V některých př́ıpadech je skutečný přenos
soustavy vysokého řádu. Většinou nepotřebujeme znát přenos vysokého řádu a proto si
vystač́ıme s aproximaćı některým typem přenosu. Nakonec jsme si probrali aproximaci do-
pravńıho zpožděńı. Př́ıtomnost dopravńıho zpožděńı nám znemožňuje použ́ıt pravidla pro
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blokovou algebru. Použit́ım Padého aproximace se obraz dopravńıho zpožděńı převede
na pod́ıl kořenových činitel̊u. Ikdyž je tato aproximace platná pouze v oblasti dolńıch
kmitočt̊u, tak většinou postačuje, protože se v sérii s dopravńım zpožděńım vyskytuje dy-
namický systém, který nám vysoké kmitočty vyfiltruje a sńıž́ı t́ım vliv chyby aproximace.

3.8 Kontrolńı otázky

Otázka 3.1 Jaké typy regulovaných soustav znáte s ohledem na tvar přechodové charak-
teristiky?

Otázka 3.2 Vysvětlete proces diskretizace spojité soustavy

Otázka 3.3 Co je podmı́nkou kmitavosti soutavy?

Otázka 3.4 Co jsou to dominantńı póly?

Otázka 3.5 Vysvětlete proces identifikace.

Otázka 3.6 Co je to Padého aproximace, k čemu a proč se použ́ıvá.

Otázka 3.7 Je Padého aproximace fázově minimálńı?

Otázka 3.8 Napǐste libovolný přenos fázově neminimálńıho systému.

Otázka 3.9 Napǐste libovolný přenos přetlumeného systému s astatismem prvńıho řádu
a nakreslete jeho přechodovou charakteristiku.

Otázka 3.10 Napǐste libovolný přenos kmitavého systému s astatismem druhého řádu a
nakreslete jeho impulsovou charakteristiku.
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4 Regulátory

Regulátor p̊usob́ı pomoćı akčńı veličiny na soustavu tak, aby regulačńı odchylka byla
co nejmenš́ı. V tomto širš́ım smyslu je regulátor složen z celé řady daľśıch část́ı. Podle
obrázku 1.3 je to nejen ústředńı člen regulátoru, který určuje regulačńı zákon (též algo-
ritmus ř́ızeńı), ale i výkonový zesilovač, měřićı člen a převodńık vstupńı veličiny. Měřićı
člen -čidlo - zahrnujeme nejčastěji do přenosu soustavy a výkonový zesilovač i vstupńı
převodńık jsou z dynamického hlediska proporcionálńı členy. Z hlediska kvality regulace
je nejd̊uležitěǰśı část́ı jeho ústředńı člen. Ostatńı členy maj́ı v́ıce méně standardńı vlast-
nosti, dané konstrukčńımi principy a možnostmi. Proto pokud kresĺıme blokové schéma
regulačńıho obvodu v té nejjednodušš́ı formě (obrázek 1.2), je středem našeho zájmu právě
návrh ústředńıho členu.
V praxi se nejčastěji použ́ıvaj́ı regulátory, které jsou složené ze tř́ı základńıch složek. Jedná
se o proporcionálńı, integračńı a derivačńı složku. Tı́m vznikaj́ı r̊uzné typy jednoduchých
regulátor̊u, až po PID regulátor. U regulátor̊u PD a PID se muśı zajistit realizovatelnost,
což se provád́ı použit́ım časové konstanty, která se věťsinou voĺı o dva řády nǐzš́ı, než jsou
časové konstanty v čitateli regulátoru.
V této kapitole se stejně jako v celém skriptu zabýváme pouze lineárńımi systémy, tedy
lineárńımi regulátory. V praxi jsou bohužel všechny regulátory nelineárńı z d̊uvodu omezeńı
akčńıho zásahu. Omezeńı akčńıho zásahu ve spojeńı s I složkou regulátoru se nám nepř́ıznivě
projev́ı na prodloužeńı přechodného děje z d̊uvodu wind-up efektu. O těchto problémech a
jejich řešeńı se podrobně seznámı́te v navazuj́ıćıch kurzech.

Uspořádáńı podle obrázku 1.2 (nebo obrázku 1.3) neńı jediná možná struktura zpětnovazebńı
regulace, i když je nejčastěǰśı. Je to struktura typická pro systémy typu servomecha-
nizmu, tedy př́ıpad vlečné regulace. V těchto př́ıpadech je d̊uležitý bud’ dokonalý přenos
ř́ıdićı veličiny, zat́ımco kompenzace poruch, vzhledem k menš́ı četnosti jejich výskytu,
neńı tak podstatná, nebo je tomu naopak; d̊uležitá je kompenzace poruch a přenos ř́ıdićı
veličiny, s ohledem na to, že tato je po většinu doby konstantńı, neńı podstatný. Společným
znakem těchto systémů je to, že neklademe současně požadavky na obě základńı funkce
zpětnovazebńıho ř́ıdićıho obvodu. Pak nám struktura podle obrázku 1.2 plně vyhov́ı.
Protože můžeme splnit pouze jeden z několika možných požadavk̊u, označuje se obvod na
obrázku 1.2 jako regulačńı obvod s jedńım stupněm volnosti. Požadavky na oba přenosy,
ř́ızeńı i poruchy, můžeme splnit daleko dokonaleji podle struktury, která je nakreslena
na obrázku 4.1 a) nebo 4.1 b). Jak lze snadno dokázat, oba obvody jsou co do vlastnost́ı
stejné a lze je navzájem transformovat. (Konkrétńı přenosy Ra1, Ra2 a Rb1, Rb2 jsou ovšem
rozd́ılné.) Blok VZ je výkonový zesilovač. Je třeba zd̊uraznit, že signál ε(t) neńı totožný
s regulačńı odchylkou e(t) = w(t)− y(t). Obvody tohoto typu nazýváme se dvěma stupni
volnosti, nebot’ umožňuj́ı současné splněńı dvou skupin požadavk̊u. Jejich realizace anal-
ogovými prostředky však je poněkud obt́ıžná a nejsou proto běžně už́ıvány. Zcela běžné
jsou v př́ıpadech č́ıslicového ř́ızeńı.

V následuj́ıćıch kapitolách tohoto skripta však budeme předpokládat uspořádáńı po-
dle obrázku 1.2, tedy jediný sériový regulátor. Ve zvláštńıch př́ıpadech změnu výslovně
uvedeme. Ve shodě s obvyklou prax́ı také budeme pojem regulátor použ́ıvat ve smyslu
ústředńı člen.
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Obrázek 4.1: Regulačńı obvody se dvěma stupni volnosti

Podle druhu energie, která napáj́ı samotný regulátor, rozeznáváme

• př́ımočinné regulátory, které nemaj́ı vlastńı zdroj energie a ke své činnosti využ́ıvaj́ı
pouze energii odeb́ıranou z regulované soustavy. Do této skupiny patř́ı velká většina
jednoduchých pr̊umyslových regulátor̊u, zvláště regulátory teploty, hladiny, vlhkosti
a polohy. Tyto regulátory jsou většinou nelineárńı, akčńı veličina může nabývat
pouze omezený počet hodnot (často pouze dvě: zapnuto - vypnuto). Jsou to známé
“reléové” regulátory, použ́ıvané v žehličkách, ledničkách, splachovač́ıch, automat-
ických nab́ıječkách a pod. Přestože to jsou zař́ızeńı velmi laciná a jednoduchá, dosa-
hovaná kvalita regulace může být až překvapivě dobrá a pro řadu aplikaćı plně
vyhov́ı. Protože se jedná o nelineárńı obvody, bude tato problematika probrána v
navazuj́ıćım kurzu.

• regulátory s pomocným zdrojem energie. Zde jde o složitěǰśı zař́ızeńı, jehož jádrem
je vždy zesilovač. Dosahovaná kvalita regulace je podstatně vyšš́ı, úměrně náklad̊um
a složitosti. Statické vlastnosti těchto regulátor̊u považujeme v určitém pracovńım
rozsahu za lineárńı. Akčńı veličina je samozřejmě omezena fyzikálńımi možnostmi;
v rámci tohoto skripta však tato omezeńı nebudeme uvažovat (to znamená, že
odvozené vlastnosti budou platit pro vymezené pásmo regulačńı odchylky).

4.1 Nejčastěǰśı přenosy spojitých regulátor̊u

Základńım a nejjednodušš́ım regulátorem je regulátor proporcionálńı, u něhož je akčńı
veličina př́ımo úměrná velikosti regulačńı odchylky. Označujeme jej jako P-regulátor.
Častým požadavkem na regulátor je zajǐstěńı nulové ustálené odchylky. Jak bude ukázáno
dále, P-regulátor neńı schopen zajistit nulovou ustálenou odchylku pro nenulovou kon-
stantńı žádanou hodnotu pro statické soustavy, stejně tak pro poruchu p̊usob́ıćı na vs-
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tupu soustavy. Tento požadavek lze splnit použit́ım integračńıho regulátoru (I-regulátor).
Někdy se předchoźı dva regulátory slouč́ı, č́ımž vznikne PI-regulátor. Použit́ı I- složky
bohužel zhoršuje dynamické vlastnosti. Zpomaluje totiž přechodný děj. Ve snaze zrychlit
přechodný děj je nutné předv́ıdat chováńı výstupu soustavy. Z matematiky v́ıme, že pro
aproximaci funkce v okoĺı pracovńıho bodu použ́ıváme Taylorovu řadu, kde se vyskytuj́ı
derivace této funkce. Vı́me také, že č́ım větš́ı množstv́ı derivaćı známe, t́ım je aproximace
přesněǰśı. V regulátorech použ́ıváme pro zrychleńı odezvy regulačńı smyčky derivaci od-
chylky, resp. výstupu. Je zřejmé, že samotný derivačńı regulátor nesplňuje požadavky na
regulačńı děj, protože nezajǐst’uje vyregulováńı na ńızkých frekvenćıch. Proto se použ́ıvá
v kombinaćıch s proporcionálńı a integračńı složkou, kde j́ı ř́ıkáme derivačńı složka (D-
složka). T́ım źıskáváme regulátor proporcionálně derivačńı PD a proporcionálně derivačně
integračńı PID. Derivace vyšš́ıch řád̊u obvykle nepouž́ıváme, protože jsou často obt́ıžně
počitatelné z d̊uvodu p̊usob́ıćıho šumu. Výše popsané regulátory vytvářej́ı skupinu použ́ıvaných
lineárńıch spojitých regulátor̊u, jejichž vlastnosti a chováńı v uzavřeném obvodu se budeme
zabývat v následuj́ıćıch podkapitolách. Syntézou, čili nastaveńım jejich parametr̊u za
účelem dosažeńı požadovaných dynamických vlastnost́ı bude náplńı kapitoly 8. Nyńı
se bĺıže seznámı́me s jednotlivými typy regulátor̊u. Jejich základńı charakteristiky, t.j.
frekvenčńı charakteristiky a přechodová charakteristika jsou znázorněny na obrázćıch 4.4,
4.5 a 4.3.

P-regulátor Mezi akčńı veličinou a regulačńı odchylkou plat́ı př́ımá úměra x(t) =
r0e(t), takže přenos je

FR(p) =
X(p)

E(p)
= r0 = KR (4.1)

I-regulátor Pro časové pr̊uběhy plat́ı vztah

x(t) = ri

∫ t

0

e(t)dt + x(0)

Tomu odpov́ıdá přenos

FR(p) =
X(p)

E(p)
=

ri

p
=

1

Tip
(4.2)

Stejně jako u každého regulátoru můžeme pro vyjádřeńı přenosu použ́ıt ześıleńı ri nebo
časovou konstantu Ti, která je rovna převrácené hodnotě ześıleńı Ti = 1/ri

PD-regulátor Výstupńı veličina regulátoru (akčńı veličina) je složena ze dvou složek, z
nichž jedna je úměrná regulačńı odchylce a druhá jej́ı derivaci. Konstanty úměrnosti jsou
r0 a rd

x(t) = r0e(t) + rd
de(t)

dt
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takže přenos

FR(p) =
X(p)

E(p)
= r0 + rdp = KR(TDp + 1) (4.3)

Posledńı výraz v rovnici (4.3) je jiné vyjádřeńı přenosu pomoćı ześıleńı a časové konstanty.
Plat́ı

KR = r0 TD =
rd

r0

Všimněme si, že přenos (4.3) nesplňuje podmı́nku fyzikálńı realizovatelnosti, protože v
čitateli přenosu je polynom vyšš́ıho řádu než ve jmenovateli. Touto otázkou se budeme
zabývat v daľśım textu. Plocha impulsu na začátku přechodové charakteristiky je rovna
koeficientu rd.

PI-regulátor Podobně jako v předchoźım př́ıpadě jsou ve výstupńı veličině zastoupeny
dvě složky. Jak vyplývá z názvu, jedná se o proporcionálńı a integračńı. Pro časové
pr̊uběhy plat́ı:

x(t) = r0e(t) + ri

∫ t

0

e(t)dt + x(0)

takže přenos

FR(p) =
X(p)

E(p)
= r0 +

ri

p
= kr

Trp + 1

p
=

Trp + 1

Tip
(4.4)

Mezi konstantami pro r̊uzné formy přenosu regulátoru v rovnici (4.4) plat́ı tyto vztahy

kr = ri =
1

Ti

Tr =
r0

ri

r0 =
Tr

Ti

PID-regulátor Tento nejsložitěǰśı ze základńıch typ̊u regulátor̊u má ve výstupńım
signálu obsaženy všechny tři složky, které jsme dosud poznali:

x(t) = r0e(t) + rd
de(t)

dt
+ ri

∫ t

0

e(t)dt + x(0)

takže přenos má tři členy

FR(p) =
X(p)

E(p)
= r0 +

ri

p
+rdp = KR

(

1 + TDp +
1

TIp

)

= kr
(T1p + 1)(T2p + 1)

p
(4.5)

Mezi konstantami pro r̊uzné formy přenosu regulátoru v rovnici (4.5) plat́ı tyto vztahy

KR = r0 TD =
rd

r0

TI =
r0

ri

kr = ri T1,2 =
−TI ±

√

TI(TI − 4TD)

2TITD

Velmi častý je druhý tvar, kde jednotlivé konstanty maj́ı tyto, v praxi často použ́ıvané
názvy: KR ześıleńı, TD derivačńı složka, TI integračńı složka. Tento tvar je též vhodný pro
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praktickou realizaci PID regulátoru, protože umožňuje vypořádat se s problémy, které
přináš́ı omezeńı akčńıho zásahu, jak se dozv́ıte v některém z navazuj́ıćıch kurz̊u (zde
se zabýváme pouze lineárńımi systémy). Z rovnice 4.5 je patrné, že posledńı člen neńı
zcela rovnocenný předchoźım člen̊um, nebot’ předpokládá pouze reálné časové konstanty.
Předchoźı členy totiž umožňuj́ı zvolit konstanty tak, že nuly přenosu FR(p) budou kom-
plexńı (např. TI < 4TD). Jak bude ukázáno později v kapitole 8 o syntéze regulátor̊u,
nejsou komplexńı kořeny v čitateli regulátoru výhodné. Proto lze posledńı tvar přenosu
4.5 použ́ıvat bez újmy na praktické obecnosti.

Mı́sto ześıleńı r0 se v praxi často použ́ıvá pojem pásmo proporcionality, které je
uváděno v procentech a plat́ı

pp =
1

r0

100 [%]

Udává, jaká změna v procentech je nutná ke změně výstupńı veličiny regulátoru v celém
rozsahu. Vyskytuje se zde tedy nelineárńı omezeńı akčńı veličiny.

Poznamenejme ještě, že tento tvar regulátoru opět nesplňuje podmı́nku fyzikálńı real-
izovatelnosti.

Reálný PD a PID regulátor Regulátory PD a PID popsané výše nesplňuj́ı podmı́nku
fyzikálńı realizovatelnosti. V praxi jsou jejich přenosové funkce doplněny o setrvačný člen
s časovou konstantou ε, která se nazývá realizačńı časová konstanta . Vzniknou tak reálné
přenosové funkce PD a PID regulátoru, které maj́ı následuj́ıćı tvary: Reálný PD regulátor

FR(p) =
X(p)

E(p)
= KR

TDp + 1

εp + 1
kde ε << TD

Reálný PID regulátor

FR(p) =
X(p)

E(p)
= KR

(T1p + 1)(T2p + 1)

p(εp + 1)
kde ε << T1, T2

realizačńı konstanta je tedy volena tak, aby co nejméně ovlivňovala chováńı ideálńıch
regulátor̊u. V některých př́ıpadech je realizačńı časová konstanta př́ıtomna již z kon-
strukčńıch d̊uvod̊u regulátoru. Neńı-li tomu tak, je nutné ji do regulátoru úmyslně zapojit.
Jinak totiž stoupaj́ıćı amplitudová charakteristika zp̊usob́ı velké ześıleńı šumu a poruch s
obsahem vyšš́ıch frekvenćı, což je nevhodné z hlediska životnosti akčńıch člen̊u. Tyto šumy
a poruchy mohou v některých př́ıpadech znemožňovat použit́ı derivačńı složky v̊ubec.

4.1.1 Realizace základńıch typ̊u spojitých regulátor̊u

Analogové ř́ızeńı je pomalu vytlačováno v pr̊umyslových aplikaćıch č́ıslicovými regulátory.
Přesto se setkáme s př́ıpady, kdy je nutné použ́ıt analogový PID regulátor. Jedná se o
př́ıpady, kdy

• požadujeme široké frekvenčńı pásmo (většinou elektricky realizovaný ústředńı člen
regulátoru)
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• realizujeme ř́ıdićı algoritmy ve výbušném prostřed́ı (ústředńı člen regulátoru na
pneumatickém principu)

• navýšeńı ceny vzniklé použit́ım č́ıslicového řešeńı neńı kompenzováno dodatečnými
funkcemi (snadné nastaveńı konstant regulátoru, monitorováńı pr̊uběh̊u, ...)

Základem elektrického ústředńıho členu je operačńı zesilovač. Předpokládáme, že ten se
svými vlastnostmi bĺıž́ı ideálńımu operačńımu zesilovači, který má ześıleńı bĺızké nekonečnu
K → ∞ pro všechny kmitočty. Potom je vstupńı proud iv = 0 a napět́ı na vstupńıch
svorkách nulové (virtuálńı nula).

Operačńı zesilovače se použ́ıvaj́ı v zapojeńı se zápornou zpětnou vazbou (obrázek 4.2
a)). Celkový přenos tohoto zapojeńı je

FR(p) =
X(p)

E(p)
=

K

1 + KFZ(p)
=

1
1
K

+ FZ(p)

.
=

1

FZ(p)

Přibližná rovnost plat́ı za předpokladu K → ∞. Znamená to, že přenosové vlastnosti
regulátoru jsou plně určeny převrácenou hodnotou přenosu ve zpětné vazbě.

a)

e(t) x(t)

FZ(p)

b)

Z1i1(t) Z2 i2(t)

u1(t) u2(t)
−
+ ∞

iv

Obrázek 4.2: Obecné schéma zapojeńı s operačńım zesilovačem

4.2 Výkonové členy regulátor̊u

Lineárńı regulátory, popsané v předcházej́ıćım odstavci, realizuj́ı požadované frekvenčńı
filtry, kterými dosahujeme potřebné vlastnosti regulačńıho děje. Výstupy těchto článk̊u,
at’ už se jedná o zapojeńı s aktivńımi nebo pasivńımi prvky, však nelze výkonově zat́ıžit.
Akčńı veličina p̊usob́ıćı na regulovanou soustavu však muśı mı́t určitý výkon, a proto
signál, který źıskáme z ústředńıho členu, muśıme ještě výkonově ześılit. Z dynamického
hlediska by ovšem bylo nejlépe, kdyby se tento výkonový zesilovač choval jako propor-
cionálńı článek. Úloha realizace výkonového zesilovače je poměrně jednoduchá, pokud
akčńı veličina je elektrický proud nebo napět́ı. Dř́ıve hojně použ́ıvané rotačńı zesilovače
(anplidyn, regulex, rototrol a daľśı), jakož i r̊uzné typy magnetických zesilovač̊u byly v
nověǰśıch zař́ızeńıch nahrazeny zesilovači s polovodičovými výkonovými prvky (výkonové
tranzistory, tyristory, triaky). Bývaj́ı též označovány jako ř́ızené usměrňovače nebo měniče.
Pro aplikace s jednou polaritou ovládaćıho napět́ı (proudu) se použ́ıvaj́ı jednodušš́ı zapo-
jeńı, ve kterých je ř́ızený prvek zapojen v sérii se zátěž́ı. V př́ıpadě, kdy se požaduje změna
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h(t)

t0

r0

P regulátor

h(t)

t0

ri

1

1 Ti

I regulátor

h(t)

t0

r0

PD regulátor

h(t)

t0

r0

r0 + ri

1

PI regulátor

h(t)

t0

r0

rd

ri

1

PID regulátor

h(t)

t0

r0

Kr
Td

ε

ε

Kr

reálný PD regulátor

h(t)

t0

T1T2

Tcε

reálný PID regulátor

Obrázek 4.3: Přechodové charakteristiky jednotlivých typ̊u regulátor̊u P, I, PD, PI, PID,
reálný PD a reálný PID regulátor
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Re0 r0
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Re

0 Kr Kr
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ε

reálný PD regulátor
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0 T1T2

Tcε
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Obrázek 4.4: Frekvenčńı charakteristiky v komplexńı rovině jednotlivých typ̊u regulátor̊u
P, I, PD, PI, PID, reálný PD a reálný PID regulátor
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Obrázek 4.5: Amplitudové a fázové frekvenčńı charakteristiky jednotlivých typ̊u
regulátor̊u P, I, PD, PI, PID, reálný PD a reálný PID regulátor



Ř́ızeńı a regulace I 52

polarity akčńı veličiny, použ́ıvaj́ı se můstková zapojeńı. Podle typu napájećıho napět́ı ro-
zlǐsujeme jednofázová nebo tř́ıfázová zapojeńı s jedno nebo dvoucestným usměrněńım.
Podle počtu fáźı a typu usměrněńı se ř́ıd́ı zpožděńı mezi vstupńım napět́ım (t.j. výstupem
frekvenčně koriguj́ıćıho regulátoru) a výkonově ześıleným napět́ım - akčńı veličinou. Ob-
vykle pro dynamické vlastnosti výkonového zesilovače popisujeme setrvačným článkem s
časovou konstantou řádu 10−2s. Pro většinu pr̊umyslových soustav, jejichž časové kon-
stanty jsou podstatně větš́ı, můžeme toto zpožděńı zanedbat. Výjimku tvoř́ı mechanické
pohonové jednotky.

Pokud je akčńı veličina jiného než elektrického typu, např. tlak vzduchu nebo oleje
v pneumatických či hydraulických systémech, je třeba použ́ıt př́ıslušný převodńık elek-
trického signálu na signál požadovaného typu. Dynamické vlastnosti pak záviśı na typu
konstrukce.

Zvláštńı - a velmi častý - př́ıpad tvoř́ı takové systémy, u kterých je akčńı veličina me-
chanická, t.j. posunut́ı, nebo úhlové natočeńı. Akčńı orgán je tedy servomotor s př́ımočarým,
nebo kruhovým pohybem výstupńı části. Servomotor s polohovým výstupem se chová
jako integračńı článek se setrvačnost́ı. Tuto skutečnost muśıme vźıt v úvahu a jeho přenos
zahrnout do přenosu regulované soustavy. Pokud je z nějakého d̊uvodu nežádoućı př́ıtomnost
integračńıho členu v akčńım orgánu, použijeme zapojeńı naznačené na obrázku 4.6 a).
Signál regulačńı odchylky e(t) je zpracován v lineárńım regulátoru PID, který produkuje

a)

b)

e(t)
PID

x1(t)
R2 SM

x(t)

e(t)
PID

x1(t) 1

Tap + 1

x(t)

Obrázek 4.6: Regulačńı obvod se servomechanizmem

signál akčńı veličiny x1(t). Tento signál představuje žádanou hodnotu pro tzv. malou
vnitřńı smyčku, což je polohový servomechanizmus, tvořený regulátorem R2 a servomo-
torem SM. Výstupem servomotoru je skutečná akčńı veličina x(t) ve formě mechanického
posunut́ı nebo natočeńı. Regulátor malé smyčky R2 muśı být navržen tak, aby byla co
nejdokonaleji splněna podmı́nka x(t) = x1(t). Za předpokladu, že přenos servomotoru je

FSM(p) =
Kv

p(Tmp + 1)

a regulátor R2 je lineárńı, typu PD s přenosem

FR2(p) = KR(Tmp + 1)
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je celkový přenos malé smyčky ve tvaru

Fa(p) =
FR2(p)FSM(p)

1 + FR2(p)FSM(p)
=

KRKv

p + KRKv

=
1

Tap + 1
kde Ta =

1

KRKv

Celý obvod akčńıho členu (servopohonu) má tedy přenos jako setrvačný článek s časovou
konstantou úměrnou převrácené hodnotě ześıleńı regulátoru a rychlostńı konstanty servo-
motoru. Náhradńı blokové schéma je na obrázku 4.6 b). Tyto úvahy plat́ı ovšem v ideálńım
př́ıpadě, kdy jsou splněny všechny výše uvedené předpoklady. Ve skutečnosti tomu tak
neńı. Tak např. PD regulátor v ideálńım tvaru nelze - jak v́ıme - realizovat. Proto přenos
akčńıho orgánu se servomotorem mı́vá složitěǰśı tvar.

Uvedená struktura regulátoru s akčńım členem je v pr̊umyslových regulaćıch tak častá,
že sériově vyráběné regulátory lineárńıho typu PID již většinou maj́ı potřebný druhý
regulátor R2 zabudován a na vstupńı svorky se přivád́ı nejen signál od čidla regulované
soustavy, ale též signál od sńımače polohy výstupu servomotoru. Bývá označen “čidlo
servopohonu”. Dodejme, že z hlediska teorie automatického ř́ızeńı patř́ı tento typ regu-
lace do skupiny rozvětvených regulačńıch obvod̊u, o kterých bude pojednáno ve zvláštńı
kapitole.

4.3 Diskrétńı regulátory

Diskrétńı regulátory jsou obvykle popsány diskrétńı přenosovou funkćı D(z). Zde ukážeme
vztah mezi touto přenosovou funkćı a programem č́ıslicového procesoru, kterým je obvykle
diskrétńı regulátor realizován. Přenos regulátoru z obrázku 4.7 je

D(z) =
X(z)

E(z)
=

a0 + a1z
−1 + a2z

−2 · · · + akz
−k

1 + b1z−1 + b2z−2 + · · · bkz−k

w(t) e(t)
T

D(z)
x∗(t)

Tvarovaćı
člen

FS(p)
y(t)

Obrázek 4.7: Regulačńı obvod s diskrétńım regulátorem

Pro hodnoty akčńı veličiny v čase tn = nT vypoč́ıtáme z předchoźı rovnice pomoćı
zpětné transformace vztah:

x(nT ) = a0e(nT ) + a1e[(n − 1)T ] + a2e[(n − 2)T ] + · · · + ake[(n − k)T ]−
− b1x[(n − 1)T ] − b2x[(n − 2)T ] − · · · − bkx[(n − k)T ] (4.6)

Okamžitá hodnota akčńı veličiny x(nT ) je dána součtem k+1 vzork̊u odchylky, násobených
koeficienty a0 až ak a k předcházej́ıćıch hodnot akčńı veličiny, násobených koeficienty b1
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až bk. Blokové schéma na obrázku 4.8 znázorňuje tvorbu programu poč́ıtače, kterým je
realizován požadovaný ř́ıdićı algoritmus. Pro realizaci je třeba 2k +1 násobeńı a 2k buněk
pro pamatováńı přecházej́ıćıch hodnot. Obsah buněk se v každé periodě posouvá. Toto
schéma lze překreslit do tvaru uvedeného na obrázku 4.9. Proti předchoźımu zp̊usobu
programováńı zde uspoř́ıme polovinu pamět’ových buněk.

e(t)
T

a0

e−Tp a1

e−Tp a2

...
...

e−Tp −b1

e−Tp −b2

...
...

∑

T
x(nT )

Obrázek 4.8: Blokové schéma tvorby programu poč́ıtače

4.4 Shrnut́ı

V této kapitole jsme rozebrali základńı složky jednoduchých regulátor̊u, kterými jsou
proporcionálńı, integračńı a derivačńı složka. Popsali jsme si vlastnosti jednoduchých
regulátor̊u a jejich popis v časové a frekvenčńı oblasti. Proporcionálńı složka je nej-
jednodušš́ı. Jej́ı zvyšováńı vede postupně ke zrychlováńı přechodného děje a ke snižováńı
zásob stability, o kterých se zmı́ńıme v kapitole o analýze dynamických vlastnost́ı reg-
ulačńıch obvod̊u. Integračńı složka má destabilizuj́ıćı charakter. Důvod jej́ıho použit́ı je
odstraněńı trvalé ustálené odchylky při změně ř́ızeńı či poruchy. Zpomaluje přechodný
děj, protože přisṕıvá ke změně fáze o −π/2. Derivačńı složka má obrácené účinky. Sta-
bilizuje přechodný děj (posun fáze o π/2) a zrychluje ho, což je hlavńım d̊uvodem jej́ıho
použit́ı. V př́ıpadě př́ıtomnosti šumu měřeńı derivačńı složka tento šum zesiluje. To může
vést ke zvýšenému opotřebeńı akčńıho členu. Tento nežádoućı jev může znemožnit použit́ı
derivačńı složky. Konec tohoto shrnut́ı obsahuje některé závěry, jejichž platnost vyplyne
z probráńı několika následuj́ıćıch kapitol. Jsou zde uvedeny proto, že jsou velmi d̊uležité
pro správnou volbu typu regulátoru.
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e(t)
T

a0

e−Tp

−b1

a1

e−Tp

−b2

a2

e−Tp

−bk

ak

T
x(nT )

Obrázek 4.9: Úsporněǰśı blokové schéma tvorby programu poč́ıtače

4.5 Kontrolńı otázky

Otázka 4.1 Napǐste přenosy jednotlivých jednoduchých typ̊u regulátor̊u.

Otázka 4.2 Nakreslete přechodové charakteristiky jednotlivých jednoduchých typ̊u regulátor̊u
a popǐste je s ohledem na jejich vyjádřeńı pomoćı přenos̊u.

Otázka 4.3 Nakreslete frekvenčńı charakteristiky jednotlivých jednoduchých typ̊u regulátor̊u
a popǐste je s ohledem na jejich vyjádřeńı pomoćı přenos̊u.

Otázka 4.4 Co je to realizačńı konstanta regulátoru a u kterých typ̊u regulátor̊u se použ́ıvá.

Otázka 4.5 Nakreslete schémata jednotlivých složek PID regulátoru pomoćı operačńıch
zesilovač̊u. Jakým zp̊usobem se z těchto schémat postav́ı PID regulátor.
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5 Základńı typy přenos̊u ve spojitých zpětnovazebńıch

obvodech a jejich vlastnosti

V této kapitole budou nadefinovány základńı typy přenos̊u, které jsou typické pro zpětnovazebńı
regulačńı zapojeńı. S těmito přenosy se budeme setkávat nejen během tohoto kurzu, ale
i během kurz̊u, které na něj navazuj́ı. Kromě jejich definice zde budou uvedeny jejich
vlastnosti. Podrobně rozebereme jejich trvalé ustálené odchylky pro r̊uzné typy vstupńıch
signál̊u (ipuls, skok, rampa, kvadratický pr̊uběh ). To nám umožńı jednoduchým zp̊usobem
určit počet astatism̊u které muśı být v soustavě nebo v regulátotu s ćılem dosáhnout nulové
trvalé ustálené odchylky pro některý z výše uvedených vstupńıch signál̊u.

5.1 Základńı typy přenos̊u

Jak jsme již uvedli v úvodu, technologické schéma zpětnovazebńıho regulačńıho obvodu
lze za určitých předpoklad̊u zjednodušit na tvar podle obrázku 5.1. Hlavńı předpoklady
nutné pro zjednodušeńı jsou

• veškeré poruchy, které na systém p̊usob́ı, jsou soustředěny na vstup regulované sous-
tavy

• přenos regulátoru FR(p) zahrnuje i přenosy výkonových a akčńıch člen̊u, pokud
nejsou zanedbatelné

• přenos ve zpětné vazbě FZ(p) představuje přenos měřićıho čidla, jakož i přenosy
daľśıch př́ıdavných člen̊u. V některých př́ıpadech je tento přenos roven jedné

w(t) ε(t)
FR(p)

x(t)
u(t)

FS(p)
y(t)

FZ(p)
v(t)

≈i

Obrázek 5.1: Zjednodušené technologické schéma

U regulačńıho obvodu podle obrázku 5.1 definujeme následuj́ıćı typy přenos̊u
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Typ přenosu Rovnice Poznámka

Regulované soustavy FS(p) =
Y (p)

X(p)

Regulátoru FR(p) =
X(p)

ε(p)

Zpětné vazby FZ(p) =
V (p)

Y (p)

Otevřené smyčky 1 F0(p) =
V (p)

ε(p)

Ř́ızeńı Fw(p) =
Y (p)

W (p)

Poruchy v uzavřeném obvodě Fu(p) =
Y (p)

U(p)

Odchylky Fe(p) =
E(p)

W (p)

Akčńı veličiny Fa(p) =
X(p)

W (p) p
ře

n
os

y
u

za
v
ře

n
éh

o
ob

vo
d

u
Pro výpočet přenosu otevřené smyčky a jednotlivých přenos̊u uzavřeného obvodu si

překresĺıme blokové schéma z obrázku 5.1 do potřebného tvaru. Řešeńı je provedeno v
několika následuj́ıćıch podkapitolách.

5.1.1 Přenos otevřené smyčky

Přenos otevřené smyčky źıskáme rozpojeńım zpětné vazby v obrázku 5.1 před vstupem do
rozd́ılového členu, v mı́stě označeném na obrázku i. Pro překresleńı schématu dostaneme
schéma na obrázku 5.2. Pro přenos tohoto zapojeńı můžeme psát

F0(p) =
V (p)

ε(p)
= FR(p)FS(p)FZ(p) (5.1)

Je třeba si uvědomit, že signál ε(t) je roven regulačńı odchylce pouze v př́ıpadě, že
FZ(p) = 1, nebot’ podle definice regulačńı odchylky e(t) plat́ı e(t) = w(t) − y(t). V
př́ıpadě, že ve zpětné vazbě neńı jednotkový přenos, pak signál ε(t) nazýváme vstupńı
veličinou regulátoru, nikoliv regulačńı odchylkou.

1Za předpokladu, že je zpětnovazebńı smyčka rozpojena v bodě i.
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ε(t)
FR(p) FS(p) FZ(p)

v(t)

Obrázek 5.2: Zobrazeńı otevřené smyčky

5.1.2 Přenos ř́ızeńı

Při výpočtu přenosu ř́ızeńı se uvažuje nulová porucha u(t). Přenos potom vypoč́ıtáme
podle obrázku 5.3

Fw(p) =
Y (p)

W (p)
=

FR(p)FS(p)

1 + FR(p)FS(p)FZ(p)
=

FR(p)FS(p)

1 + F0(p)
(5.2)

V př́ıpadě jednotkového přenosu ve zpětné vazbě FZ(p) = 1 plat́ı pro přenos ř́ızeńı rovnice

Fw(p) =
F0(p)

1 + F0(p)

Ćılem ř́ızeńı je, aby výstupńı signál y(t) co nejvěrněji sledoval pr̊uběh žádané hodnoty
w(t). V ustáleném stavu by se tyto signály měli shodovat, čili statické ześıleńı přenosu
ř́ızeńı by mělo být rovno jedné.

w(t) ε(t)
FR(p)

x(t)
FS(p)

y(t)

FZ(p)
v(t)

Obrázek 5.3: Přenos ř́ızeńı

5.1.3 Přenos poruchy

Podobně jako při výpočty přenosu ř́ızeńı budeme o druhém vstupńım signálu uvažovat,
že je nulový. V tomto př́ıpadě budeme uvažovat nulovou žádanou hodnotu w(t) = 0. Z
pohledu poruchy si můžeme obrázek 5.1 překreslit na 5.4. Přenos tohoto zapojeńı je

Fu(p) =
Y (p)

U(p)
=

FS(p)

1 + FR(p)FS(p)FZ(p)
=

FS(p)

1 + F0(p)
(5.3)
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u(t)
FS(p)

y(t)

FZ(p)
v(t)

FR(p)
x(t)

Obrázek 5.4: Přenos poruchy

Polaritu zpětné vazby jsme vyjádřili záporným znamı́nkem v součtovém členu s poruchou.
Zd̊urazněme, že pokud v tomto př́ıpadě mluv́ıme o přenosu poruchy, máme na mysli přenos
v uzavřeném obvodě. Pokud se někdy vyskytne př́ıpad,že poruchový signál p̊usob́ı v
jiném mı́stě soustavy než na jej́ım vstupu, mluv́ıme o přenosu poruchy v samotné soustavě
a označujeme jej zpravidla Fsu(p). Porucha může vstupovat také na výstupu soustavy.

Působeńı poruchy nám vyvede systém z rovnováhy. Ikdyž porucha může být r̊uzného
typu (pulsńı, skoková, lineárně nar̊ustaj́ıćı, harmonická, ...), obecně se dá ř́ıci, že je naš́ı
snahou, aby uzavřený systém p̊usobeńım regulátoru vliv poruchy co nejrychleji odstranil
a aby statické ześıleńı přenosu poruchy bylo rovné nule.

5.1.4 Přenos odchylky

T́ımto přenosem vyjadřujeme, jak se ř́ıdićı veličina w(t) přenáš́ı na regulačńı odchylku
e(t). Jak již bylo zmı́něno výše, je třeba rozlǐsovat dva př́ıpady:

a) FZ(p) = 1, pak e(t) = ε(t) = w(t) − y(t) a podle obrázku 5.5 plat́ı

Fe(p) = Fε(p) =
E(p)

W (p)
=

1)

1 + FR(p)FS(p)
=

1

1 + F0(p)
(5.4)

b) FZ(p) 6= 1, pak e(t) 6= ε(t) a pro výpočet přenosu odchylky použijeme definičńı
vztah E(p) = W (p) − Y (p). Pak plat́ı

Fe(p) =
E(p)

W (p)
=

W (p) − Y (p)

W (p)
= 1 − Fw(p) = 1 − FR(p)FS(p)

1 + F0(p)

=
1 + F0(p) − FR(p)FS(p)

1 + F0(p)
=

1 + FR(p)FS(p)[1 − FZ(p)]

1 + F0(p)
(5.5)

Pro přenos vstupńı veličiny regulátoru Fε(p) ovšem plat́ı vztah

Fε(p) =
ε(p)

W (p)
=

1

1 + F0(p)
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w(t) e(t)

FR(p)
x(t)

FS(p)
y(t)

Obrázek 5.5: Přenos odchylky

5.1.5 Přenos akčńı veličiny

Tento přenos charakterizuje pr̊uběh akčńı veličiny x(t) v závislosti na pr̊uběhu ř́ıdićı
veličiny w(t). Podle obrázku 5.6 plat́ı

Fa(p) =
X(p)

W (p)
=

FR(p)

1 + FR(p)FS(p)FZ(p)
=

FR(p)

1 + F0(p)
(5.6)

w(t)
FR(p)

x(t)

FS(p)
y(t)

FZ(p)
v(t)

Obrázek 5.6: Přenos Akčńı veličiny

Na tomto mı́stě upozorńıme na skutečnost, že všechny přenosy uzavřeného obvodu maj́ı
ve jmenovateli stejný výraz 1 + F0(p). Jeho význam je vysvětlen v kapitole 6 o stabilitě
zpětnovazebńıch systémů.

5.2 Vlastnosti standardńıch spojitých přenos̊u

Přenosy popsané v předchoźıch podkapitolách maj́ı určité charakteristické rysy, které si
rozebereme v této kapitole. Bude zde pro zjednodušeńı předpokládat, že zpětnovazebńı
přenos FZ(p) = 1. Toto zjednodušeńı si můžeme dovolit, pokud tento přenos neovlivńı
limitńı stavy

lim
p→0

FZ(p) 6= ∞ a lim
p→∞

FZ(p) 6= ∞

Tyto podmı́nky jsou v praxi vždy splněny. Až na výjimky plat́ı

lim
p→0

FZ(p) = 1 (5.7)
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Přenos soustavy a regulátoru nahrad́ıme jejich standardńımi tvary, které jsou

FS(p) =
KS

ps
∏n−s

i=1 (Tip + 1)
=

KS

psS(p)
(5.8)

FR(p) = KR
(T1p + 1)(T2p + 1)

pr
=

KR

pr
R(p) (5.9)

Snadno se lze převědčit, že odvozené vztahy plat́ı i pro př́ıpad, kdy soustava obsahuje také
nuly a když mezi póly přenosu soustavy jsou komplexně sdružené páry. Pro jednotlivé
přenosy plat́ı tyto d̊uležité vztahy. Pokud někdy v pr̊uběhu návrhu regulátoru zjist́ıme, že
tyto vztahy neplat́ı, je to pro nás zpětná kontrola, která ř́ıká, že jsme se někde dopustili
chyby.

5.2.1 Přenos otevřené smyčky

F0(p) =
KRKSR(p)

pr+sS(p)
=

M(p)

N(p)

Pro tento přenos vyřeš́ıme limitńı stavy. Pro limitu p → 0 mohou nastat dva př́ıpady

r + s > 0 potom lim
p→0

F0(p) = ∞

r + s = 0 potom lim
p→0

F0(p) = KRKS = K0 což je zpravidla > 1

Tyto limity představuj́ı ustálený stav při odezvě na jednotkový skok. Nijak nepřekvapuje,
že pokud je v F0(p) př́ıtomen alespoň jeden integrátor, pak výstup odcháźı do nekonečna.
Dále se pod́ıváme na to, co se děje těsně po přivedeńı jednotokového skoku, tedy v čase
t = 0+. Pro reálné systémy vždy plat́ı, že řád m čitatele M(p) je nižš́ı než řád n jmenovatele
N(p). Potom

lim
p→∞

F0(p) = 0

Přechodová charakteristika zač́ıná v nule h(0+) = 0.

5.2.2 Přenos ř́ızeńı

Přenos ř́ızeńı je dán vztahem

Fw(p) =
KRKSR(p)

pr+sS(p) + KRKSR(p)
=

M(p)

N(p) + M(p)

Jednou ze základńıch úloh ř́ızeńı je, aby výstup pokud možno co nejpřesněji sledoval
žádanou hodnotu. Následuj́ıćı vzorec ukazuje, jak to vypadá v ustáleném stavu po odezvě
na jednotkový skok.

lim
p→0

Fw(p) =

{

1 pro r + s > 0
K0

1+K0

.
= 1 pro r + s = 0
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Pokud soustava a regulátor společně obsahuj́ı alespoň jeden integrátor, pak je přenos v
ustáleném stavu roven jedné a požadavek ř́ızeńı je splněn. Pokud tam integrátor př́ıtomen
neńı, je přenos ř́ızeńı v ustáleném stavu vždy o něco menš́ı než jedna. Abychom se přibĺıžili
požadavku ř́ızeńı, muśıme zajistit co největš́ı ześıleńı K0 → ∞.

Dále plat́ı, ze stejného d̊uvodu jako u přenosu otevřené smyčky,

lim
p→∞

Fw(p) = 0

5.2.3 Přenos poruchy

Přenos poruchy je dán vztahem

Fu(p) =
prKS

pr+sS(p) + KRKSR(p)
(5.10)

Potlačeńı poruchy p̊usob́ıćı na vstupu soustavy je daľśı základńı úlohou ř́ızeńı. V ustáleném
stavu by proto přenos poruchy měl být roven 0, nebo by měl být co nejmenš́ı.

lim
p→0

Fu(p) =







0 pro r > 0
1

KR

.
= 0 pro r = 0 a s > 0

KS

1+K0

.
= 0 pro r = 0 i s = 0

Úplného vyregulováńı poruchy je dosaženo pouze v př́ıpadě, kdy regulátor obsahuje inte-
gračńı složku. Pokud tomu tak neńı, přesto limita jde k 0, protože KR >> 1 a K0 > 1
Dále plat́ı

lim
p→∞

Fu(p) = 0

5.2.4 Přenos odchylky

Přenos odchylky je dán vztahem

Fe(p) =
pr+sS(p)

pr+sS(p) + KRKSR(p)
=

N(p)

N(p) + M(p)

Ustálená odchylka souviśı s přenosem ř́ızeńı. Pokud je přenos ř́ızeńı roven Fw(p) = 1, je
přenos odchylky roven Fe(p) = 0.

lim
p→0

Fe(p) =

{

0 pro r + s > 0
1

1+K0

.
= 1 pro r + s = 0

Protože n > m, bude řád čitatele a jmenovatele přenosu odchylky stejný a koeficienty u
nejvyšš́ıch mocnin budou shodné. Proto

lim
p→∞

Fe(p) = 1

Tento vztah vyjadřuje skutečnost, že při skokové změně ř́ıdićı veličiny o velikosti w0

vznikne regulačńı odchylka stejné velikosti e(0+) = w0.
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5.2.5 Přenos akčńı veličiny

Dosazeńım standardńıch tvar̊u regulátoru (5.9) a soustavy (5.8) do 5.6 dostaneme

Fa(p) =
psKRS(p)R(p)

pr+sS(p) + KRKSR(p)
=

FR(p)N(p)

N(p) + M(p)

Hodnoty pro limitńı př́ıpady jsou

lim
p→0

Fa(p) =







0 pro s > 0
1

KS
pro s = 0 a r > 0

KR

1+K0
pro s = 0 i r = 0

Ustálená hodnota ř́ızeńı je rovna nule pouze v př́ıpadě, kdy je v soustavě integrátor. Jinak
by výstup soustavy nar̊ustal a nejednalo by se o ustálený stav.

lim
p→∞

Fa(p) =







∞ pro regulátory s ideálńı derivačńı složkou
x pro většinu použ́ıvaných regulátor̊u
0 pro regulátor typu I

Př́ıklad 5.1 Zjistěte, zda přenos

F (p) =
3p + 1

6p3 + 4p2 + 2p + 10

m̊uže být některým ze základńıch typ̊u přenos̊u uzavřeného obvodu.

Nejprve si vypoč́ıtejme odezvu na jednotkový skok ve dvou limitńıch časech t = 0 a
t → ∞. Použijeme k tomu centrálńı limitńı věty.

h(0) = lim
p→∞

F (p) = 0

h(∞) = lim
p→0

F (p) = 0.1

Ze zjǐstěných hodnot se dá usoudit, že by se mohlo jednat o přenos poruchy. Pak
zřejmě plat́ı, že v obvodu neńı použit regulátor typu I, PI, nebo PID, jinak by totiž
byla h(∞) = 0. Postarala by se o to právě integračńı složka. Aby to mohl být přenos
ř́ızeńı, musel by být h(∞)

.
= 1, což v tomto př́ıpadě neńı. Aby to byl přenos odchylky,

musel by být h(0) = 1, což také neńı. Posledńı možnost́ı je přenos akčńı veličiny. Odezva
přenosu akčńı veličiny na jednotkový skok záviśı na typu regulátoru a na statickém ześıleńı
regulátoru a soustavy. V našem př́ıpadě by se mohlo jednat o regulátor I a soustavu se
statickým ześıleńım 10. Protože použit́ı čistě integračńıho regulátoru je ř́ıdké, jev́ı se jako
pravděpodobněǰśı přenos poruchy.

Př́ıklad 5.2 Zjistěte, zda přenos

F (p) =
0.2p + 4.8

8.5p4 + 3p3 + 2.5p2 + 10p + 5

m̊uže být některým ze základńıch typ̊u přenos̊u uzavřeného obvodu.
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Přenos F0(p) Fw(p) Fu(p) Fe(p) Fa(p)

Zákl. vztahy FS(p)FR(p)
FR(p)FS(p)

1 + F0(p)

FS(p)

1 + F0(p)

1

1 + F0(p)

FR(p)

1 + F0(p)

S N(p) a M(p)
M(p)

N(p)

M(p)

N(p) + M(p)

FS(p)N(p)

N(p) + M(p)

N(p)

N(p) + M(p)

FR(p)N(p)

N(p) + M(p)

x r = 0

x s = 0 K0 > 1
K0

1 + K0

.
= 1

KS

1 + K0
<< 1

1

1 + K0
<< 1

KR

1 + K0
<< 1

x r > 0

lim
p→0

s = 0 ∞ 1 0 0
1

KS

x r = 0

x s > 0 ∞ 1
1

KR
<< 1 0 0

x r > 0

x s > 0 ∞ 1 0 0 0

lim
p→∞

m < n 0 0 0 1

∞ pro
ideálńı PD
a PID
> 1 pro
většinu
regulátor̊u
0 pro I
regulátor

Tabulka 5.1: Tabulka chováńı základńıch tvar̊u přenos̊u na jednotkový skok
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Opět si nejprve vypoč́ıtejme odezvu na jednotkový skok ve dvou limitńıch časech t = 0
a t → ∞

h(0) = lim
p→∞

F (p) = 0

h(∞) = lim
p→0

F (p) = 0.96
.
= 1

Na základě rozboru uvedeného v předchoźım př́ıkladě se jedná o přenos ř́ızeńı. Nenulová
trvalá ustálená odchylka dále napov́ıdá, že astatismus neńı ani v soustavě, ani v regulátoru.
K ř́ızeńı je použit bud’to regulátor P nebo PD. Mohl by to být i přenos akčńı veličiny. V
tom př́ıpadě by musel být použ́ıt I regulátor a soustava se statickým ześıleńım 1/0.96.

5.3 Ustálené odchylky v regulačńıch obvodech

V předchoźı kapitole jsme se zabývali limitńımi hodnotami všech přenos̊u. V této kapitole
se zaměř́ıme na velikost ustálené hodnoty odchylky v př́ıpadě r̊uzných změn žádané hod-
noty a r̊uzných změn poruchy p̊usob́ıćı na vstupu soustavy. To odpov́ıdá dvěma základńım
požadavk̊um na ř́ızeńı, kterými jsou sledováńı žádané hodnoty a potlačeńı nežádoućı
poruchy. Ustálená hodnota odchylky nám vypov́ıdá o statické kvalitě regulace. Jej́ı hod-
nota by měla být nulová. Při odvozeńı budeme opět předpokládat, FZ(p) = 1. Jak bylo
ukázáno v předchoźı kapitole (rovnice (5.7)), neńı tento předpoklad nijak limituj́ıćı, nebot’

pro p → 0 je této hodnotě zpětnovazebńı přenos roven.

5.3.1 Tvar odchylky pro r̊uzné změny ř́ızeńı

Pro výpočet regulačńı odchylky použijeme vzorec o konečné hodnotě funkce

lim
t→∞

e(t) = lim
p→0

pE(p) (5.11)

Pro vyjádřeńı obrazu odchylky E(p) můžeme použ́ıt zjednodušenou variantu vzorce pro
přenos odchylky 5.4.

Fe(p) =
E(p)

W (p)
=

1

1 + F0(p)

Pro obraz odchylky plat́ı
E(p) = Fe(p)W (p)

S využit́ım standardńıch tvar̊u přenosu soustavy (5.8) a regulátoru (5.9) z minulé kapitoly
můžeme psát

lim
t→∞

e(t) = lim
p→0

pW (p)Fe(p) = lim
p→0

pW (p)
pr+s

pr+s + K0

(5.12)

Velikost ustálené odchylky zřejmě zálež́ı na pr̊uběhu žádané hodnoty a na počtu pól̊u
přenosu otevřené smyčky v počátku. Ve vzorci nám stupně astatismů vystupuj́ı vždy
v součtu, proto neńı podstatné, kde se bude astatismus nacházet (zda v soustavě či v
regulátoru). Systémy s astatismem vyšš́ıho než druhého řádu maj́ı problémy se stabilitou
a proto budeme uvažovat tři př́ıpady hodnoty součtu r + s ∈ {0; 1; 2}



Ř́ızeńı a regulace I 66

Ř́ıdićı veličina může mı́t nejr̊uzněǰśı časový pr̊uběh. V našem zkoumáńı se omeźıme na
tři typické pr̊uběhy

a) konstantńı ř́ıdićı veličina w(t) = w1 s obrazem W1(p) = w1

p

b) lineárně nar̊ustaj́ıćı ř́ıdićı veličina s časem w(t) = w2t s obrazem W2(p) = w2

p2

c) kvadraticky nar̊ustaj́ıćı ř́ıdićı veličina s časem w(t) = 1
2
w3t

2 s obrazem W3(p) = w3

p3

Při určováńı obraz̊u W (p) samozřejmě předpokládáme, že časové signály jsou pro t < 0
rovny nule.

Působeńım těchto tř́ı typ̊u ř́ıdićıch signál̊u na tři r̊uzné typy regulačńıch obvod̊u
dostáváme celkem devět kombinaćı. Velikost ustálené odchylky pro jednotlivé kombinace
źıskáme prostým dosazeńım typu přenosu žádané hodnoty do rovnice (5.12). Výsledky
jsou souhrnně uvedeny v tabulce 5.2. Na základě požadavk̊u na ustálenou odchylku po-
tom voĺıme typ regulátoru a jeho velikost ześıleńı.

r + s \ W (p)
w1

p

w2

p2

w3

p3

0
w1

1 + K0
∞ ∞

1 0
w2

K0
∞

2 0 0
w3

K0

Tabulka 5.2: Ustálená odchylka pro r̊uzné typy pr̊uběh̊u žádané hodnoty a typu reg-
ulačńıho obvodu

Př́ıklad 5.3 Regulovaná soustava, jej́ımž vstupem je teplota, má přenos

FS(p) =
0.2

(10p + 1)2(3p + 1)

Požadujeme, aby ustálená odchylka při ř́ıdićım signálu s nár̊ustem 0.1◦Cs−1 nebyla věťśı
než 0.3◦C

Z tabulky 5.2 je zřejmé, že v obvodu muśı být astatismus alespoň prvńıho řádu. Protože
soustava je statická, muśı být astatismus v regulátoru, z toho plyne, že můžeme použ́ıt
regulátor s integračńı složkou (typ I, PI, nebo PID).

Vstupńı signál má obraz

W (p) =
0.1

p2

Pro ustálenou odchylku plat́ı

lim
t→∞

e(t) =
0.1

0.2KR

≤ 0.3 → KR ≥ 0.1

0.2 · 0.3
= 1.67
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Statické ześıleńı regulátoru muśı být větš́ı než 1.67. Tvar regulátoru bude

FR(p) = 1.67
r2p

2 + r1p + 1

p(εp + 1)

Velikost jednotlivých konstant se urč́ı na základě požadavk̊u na stabilitu a dynamické
vlastnosti regulačńıho obvodu.

5.3.2 Nulová ustálená odchylka bez integračńı složky v regulačńım obvodu

Z tabulky 5.2 plyne, že požadavek na nulovou ustálenou odchylku v obvodu se skokovou
změnou ř́ıdićı veličiny a statickou soustavou lze splnit pouze v př́ıpadě, kdy je v regulátoru
obsažena integračńı složka. Vzorce v tabulce 5.2 byly odvozeny za předpokladu, že má
zpětnovazebńı přenos limitu limp→0 FZ(p) = 1. Uvažme nyńı, že statické ześıleńı zpětnovazebńıho
přenosu bude r̊uzné od jedné, rovné nějaké konstantě limp→0 FZ(p) = KZ 6= 1. Pak vstupńı
veličina regulátoru neńı regulačńı odchylka, ale

ε(t) = w(t) − KZy(t)

kdežto regulačńı odchylka je
e(t) = w(t) − y(t)

Pod́ıvejme se, zda existuje nějaké ześıleńı KZ , pro které by vycházela nenulová vstupńı
veličina regulátoru, ale nulová regulačńı odchylka. Přenos ř́ızeńı je roven

Fw(p) =
FR(p)FS(p)

1 + FR(p)FS(p)FZ(p)

Ustálenou hodnotu odchylky vypoč́ıtáme limitou

lim
t→∞

e(t) = lim
p→0

pW (p)Fe(p) = lim
p→0

pW (p)[1 − Fw(p)]

Dosazeńım standardńıch tvar̊u přenos̊u soustavy FS(p) a regulátoru FR(p) dostaneme

lim
t→∞

e(t) = lim
p→0

pW (p)Fe(p) = lim
p→0

pW (p)
1 + K0KZ − K0

1 + K0KZ

Pokud polož́ıme 1 + K0KZ − K0 = 0 a vyřeš́ıme tuto rovnici pro hledanou hodnotu KZ ,
źıskáme ześıleńı ve zpětné vazbě, které zajist́ı nulovou ustálenou regulačńı odchylku i v
obvodě bez astatismu.

KZ =
K0 − 1

K0

Stejného efektu jako s touto úpravou dosáhneme předřazeńım zesilovače s přenosem
FF (p) = KF (viz. obrázek 5.7). Ześıleńı se nastav́ı jako inverze statického ześıleńı přenosu
ř́ızeńı, tedy

KF =
1 + K0

K0
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KF

w(t) ε(t)
FR(p)

x(t)
FS(p)

y(t)

KZ

v(t)

Obrázek 5.7: Možnosti zajǐstěńı nulové ustálené odchylky na skok ř́ızeńı pro r + s = 0

Př́ıklad 5.4 Pro soustavu s přenosem FS(p) = 1
(p+1)(0.1p+1)

byl navržen proporcionálńı

regulátor s přenosem FR(p) = 5. Určete velikost trvalé ustálené regulačńı odchylky pro
př́ıpad, kdy na vstupu p̊usob́ı skoková změna žádané hodnoty o velikosti w1 = 2. Navrhněte
velikost ześıleńı ve zpětné vazbě, které ustálenou regulačńı odchylku kompenzuje.

Použit́ım vzorce pro konečnou hodnotu dostaneme trvalou ustálenou odchylku pro skokovou
změnu žádané hodnoty w1 = 2

lim
t→∞

e(t) = lim
p→0

p
w1

p

1

1 + F0(p)
= lim

p→0
2

(p + 1)(0.1p + 1)

(p + 1)(0.1p + 1) + 5
= 0.33

Nyńı urč́ıme velikost ześıleńı ve zpětné vazbě zajǐst’uj́ıćı nulovou ustálenou odchylku.
Vyjdeme z přenosu regulačńı odchylky

Fe(p) =
1 + F0(p) − FR(p)FS(p)

1 + F0(p)

Opět využit́ım vzorce pro konečnou hodnotu dostaneme

lim
t→∞

e(t) = lim
p→0

p
w1

p

1 + F0(p) − FR(p)FS(p)

1 + F0(p)
= lim

p→0
2

(p + 1)(0.1p + 1) + 5KZ − 5

(p + 1)(0.1p + 1) + 5KZ

= lim
p→0

2
1 + 5KZ − 5

1 + 5KZ

= 0

Ześıleńı KZ źıskáme vyřešeńım rovnice 1+5KZ −5 = 0, tedy KZ = 4/5. Simulaćı pomoćı
Simulinku se snadno přesvědč́ıme že vypočtené hodnoty jsou správné.

5.3.3 Tvar odchylky pro r̊uzné změny poruchy

Přenos poruchy Fu(p) definuje, jakým zp̊usobem se projev́ı p̊usobeńı poruchy na vstupu
soustavy na výstup soustavy. V našem př́ıpadě nás však nezaj́ımá výstup, ale regulačńı
odchylka. Předpokládáme, že žádaná hodnota je nulová w(t) = 0. V tom př́ıpadě plat́ı
e(t) = −y(t), kde velikost výstupu můžeme vypoč́ıtat z přenosu poruchy Fu(p). Pak bude
platit vztah

lim
t→∞

e(t) = − lim
t→∞

y(t) = − lim
p→0

pU(p)Fu(p)
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Přenos poruchy vyjádřený pomoćı standardńıch tvar̊u přenos̊u soustavy a regulátoru
je uveden v (5.10). Jeho dosazeńım do limity dostaneme

lim
t→∞

e(t) = − lim
p→0

pU(p)Fu(p) = − lim
p→0

pU(p)
prKS

pr+s + KSKR

=

Ustálená hodnota regulačńı odchylky tedy záviśı na časovém pr̊uběhu p̊usob́ıćı poruchy,
na př́ıtomnosti integračńı složky v regulátoru (r = 1)a také na jednotlivých ześıleńıch
soustavy KS a regulátoru KR. Hodnoty pro stejné typy vstupńıch signál̊u jako v př́ıpadě
žádané hodnoty jsou uvedeny v tabulce 5.3. Z d̊uvodu stability obvodu uvažujeme pouze
dvě hodnoty parametru r ∈ {0; 1}. r = 0 odpov́ıdá regulátor̊um P nebo PD a r = 1
odpov́ıdá regulátor̊um I, PI nebo PID. Ještě jednou připomeňme, že tabulka 5.3 plat́ı za

r, s \ U(p)
u1

p

u2

p2

u3

p3

r = 0

s = 0
− u1KS

1 + K0
−∞ −∞

r = 0

s > 0
− u1

KR
−∞ −∞

r = 1

s = 0
0 − u2

KR
−∞

r = 1

s > 0
0 − u2

KR
−∞

Tabulka 5.3: Ustálená odchylka pro r̊uzné typy pr̊uběh̊u poruchy a regulačńıho obvodu

předpokladu, že porucha p̊usob́ı na vstupu soustavy.

5.4 Shrnut́ı

V této kapitole jsou popsány základńı přenosy, se kterými se můžeme setkat ve zpětnovazebńıch
regulačńıch obvodech. S těmito přenosy se budeme setkávat v celém zbytku tohoto učebńıho
textu. Mezi nejd̊uležitěǰśı přenosy uzavřeného obvodu patř́ı přenos ř́ızeńı a přenos poruchy.
Je to z toho d̊uvodu, že nás informuj́ı o tom jakým zp̊usobem bude systém reagovat na
změnu žádané hodnoty a jak se daný zpětnovazebńı regulačńı obvod vypořádá s p̊usobeńım
poruchy na vstupu soustavy. V této kapitola nás zaj́ımaly statické vlastnosti, tedy trvalé
ustálené odchylky. O nulové ustálené odchylce, která bývá nejčastěji naš́ım požadavkem
při návrhu regulačńıho obvodu, rozhoduje (jak jsme si zde ukázali) počet astatismů v
regulátoru a v soustavě.

5.5 Kontrolńı otázky

Otázka 5.1 Co je to přenos otevřené smyčky?

Otázka 5.2 S jakými přenosy uzavřeného obvodu se setkáváme v technologickém schématu
zpětnovazebńıho regulačńıho obvodu.
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Otázka 5.3 Určete jmenovatelový polynom všech přenos̊u uzavřeného obvodu?

Otázka 5.4 Jaký typ regulátoru muśıme použ́ıt, aby byla nulová ustálená odchylka při
skokové změně ř́ıdićıho signálu, pokud je soustava bez astatismu a je kmitavá?

Otázka 5.5 Jaký typ regulátoru muśıme použ́ıt, aby byla nulová ustálená odchylka při
skokové změně poruchy p̊usob́ıćı na vstupu soustavy, pokud je soustava přetlumená s as-
tatismem prvńıho řádu?

Otázka 5.6 Vysvětlete pojem regulačńı odchylky. Jak se lǐśı od vstupńı veličiny regulátoru?
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6 Stabilita obvod̊u se zpětnou vazbou

Jednou z možnost́ı jak určit stabilitu zpětnovazebńıho obvodu je vypoč́ıtat jeho výsledný
přenos, č́ımž se řešeńı převede na určeńı stability dynamického systému, které jste se
naučili v předchoźım kurzu. Jedná se zejména o algebraická kritéria stability. V této kapi-
tole zjist́ıme, že použit́ı těchto kritéríı sice dává kvantitativńı výsledky, ale jǐz pro rela-
tivně jednoduché úlohy vede na značně složité řešeńı. Poněkud jiným typem kritéria je
Nyquistovo kritérium stability. To určuje stabilitu uzavřeného obvodu na základě znalosti
pr̊uběhu frekvenčńı charakteristiky přenosu otevřené smyčky a počtu nestabilńıch pól̊u to-
hoto přenosu. Nyquistovo kritérium bude v této kapitole odvozeno a vysvětleno na množstv́ı
př́ıklad̊u. Na konci kapitoly bude ukázáno využit́ı programu Matlab a jeho Toolbox-̊u.

6.1 Opakováńı znalost́ı o stabilitě lineárńıch dynamických systémů

Stabilita lineárńıch dynamických systémů byla podrobně rozebrána v předchoźım kurzu.
Zde pouze zopakujeme základńı poznatky. Nejprve definice stability.

Lineárńı systém je stabilńı tehdy, jestliže se jeho výstup po skončeńı budićıho (vs-
tupńıho) signálu a po dozněńı přechodného děje vrát́ı na p̊uvodńı hodnotu.

Lineárńı systém je stabilńı tehdy, jestliže odezva na omezený budićı signál je rovněž
omezená.

Podmı́nkou stability lineárńıho spojitého systému je př́ıtomnost všech pól̊u přenosové
funkce v levé polorovině komplexńı roviny p. Jde tedy o kořeny polynomu ve jmenovateli
přenosu.

Podmı́nkou stability lineárńıho diskrétńıho systému je př́ıtomnost všech pól̊u přenosové
funkce uvnitř jednotkové kružnice. Jde opět o kořeny polynomu ve jmenovateli přenosu.

Stabilita lineárńıch diskrétńıch systému se obvykle řeš́ı použit́ım bilineárńı transfor-
mace

z =
1 + w

1 − w

a následným použit́ım metod známých pro spojité soustavy.
Podmı́nkou stability lineárńıho spojitého systému vyjádřeného stavovou reprezentaćı

je př́ıtomnost vlastńıch č́ısel matice zpětných vazeb A v levé polorovině komplexńı roviny
p. Vlastńı č́ısla matice (viz. B.4) urč́ıme řešeńım rovnice

|Ip − A| = 0

která je charakteristickou rovnićı systému.
V př́ıpadě stavové reprezentace je potřeba rozlǐsovat stabilitu stavu a stabilitu výstupu,

což v některých př́ıpadech nemuśı být totéž. U systémů, které nesplňuj́ı podmı́nku po-
zorovatelnosti může doj́ıt k nestabilitě stavu, aniž by byla porušena stabilita výstupu.
Výše uvedená charakteristická rovnice se týká stability stavu.

Uvažujme, že ř́ızená soustava obsahuje nestabilńı nulu. Jak bude ukázáno později,
nestabilńı nula se nám nepř́ıznivě projev́ı ve zpomaleńı regulačńıho děje. Pokud by regulátor
obsahoval nestabilńı pól, který by tuto nulu kompenzoval, pak by se nám uzavřený obvod
z hlediska výstupu jevil jako stabilńı, ale interně by byl nestabilńı. V praxi neńı možné
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takovéto rušeńı dvojice nula-pól, nebot’ z d̊uvodu nepřesnosti znalosti modelu soustavy
by nedošlo k jejich zkráceńı, což by se projevilo nestabilitou uzavřeného systému.

6.2 Stabilita ze známé charakteristiké rovnice

S ohledem na rovnice standardńıch přenos̊u uzavřeného regulačńıho obvodu, které jsme
odvodili v kapitole 5.1 v́ıme, že všechny zpětnovazebńı přenosy maj́ı stejný jmenovatelový
polynom 1 + F0(p). Tento polynom nazýváme charakteristický polynom a obvykle ho
znač́ıme ∆(p). Rovnici ∆(p) = 0 nazýváme charakteristickou rovnićı systému. K tomu
aby byl zpětnovazebńı systém stabilńı, muśı ležet kořeny charakteristické rovnice ∆(p) v
levé polorovině komplexńı roviny p. V př́ıpadě, že jsou všechny koeficienty charakteristické
rovnice známé, źıská se poloha kořen̊u řešeńım charakteristické rovnice (pokud to jde tak
analyticky, jinak numericky). Protože charakteristický polynom často obsahuje jednu nebo
v́ıce neznámých proměnných (většinou parametry regulátoru), jsou algebraická kritéria
výhodněǰśı. Pro tento test stability máme k dispozici algebraická kritéria Hurwitzovo a
Routh-Schurovo. Jejich výhodou je, že neurč́ı stabilitu pro jediné nastaveńı regulátoru,
ale dávaj́ı rozsah hodnot parametr̊u regulátoru, pro které je daný systém stabilńı.

Př́ıklad 6.1 K regulované soustavě s přenosem

FS(p) =
0.2

p(5p + 1)2

je připojen PD regulátor. Určete rozsah jeho koeficient̊u s ohledem na stabilitu systému.

Předpokládejme nejprve ideálńı PD regulátor s přenosem

FR(p) = K(Tp + 1)

Charakteristická rovnice má tvar

1 +
0.2K(Tp + 1)

p(5p + 1)2
= 0

po úpravě dostaneme

25p3 + 10p2 + (1 + 0.2KT )p + 0.2K = 0

Stabilitu můžeme určit pomoćı Hurwitzových determinant̊u. Pro stabilitu je rozhoduj́ıćı
Hurwitz̊uv determinant druhého řádu

∣

∣

∣

∣

10 25
0.2K 1 + 0.2KT

∣

∣

∣

∣

> 0

Vyč́ısleńım determinantu źıskáme nerovnost

K(2T − 5) > −10
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Ta je splněna pro T > 2.5 pro libovolné K a při 0 < T < 2.5 pro

K <
10

5 − 2T

Při použit́ı reálného PD regulátoru s přenosem

FR(p) = K
Tp + 1

εp + 1

bude charakteristická rovnice

1 +
0.2K(Tp + 1)

p(5p + 1)2(εp + 1)
= 0

a po úpravě

25εp4 + (10ε + 25)p3 + (ε + 10)p2 + (1 + 0.2KT )p + 0.2K

Předpokládejme, že realizačńı časová konstanta PD regulátoru je rovna ε = 0.1s. Potom
má charakteristický polynom tvar

∆(p) = 2.5p4 + 26p3 + 10.1p2 + (1 + 0.2KT )p + 0.2K

Hurwitzova matice je

H =





26 2.5 0
1 + 0.2KT 10.1 26

0 0.2K 1 + 0.2KT





Podmı́nka stability je vyjádřena podmı́nkou kladných subdeterminant̊u det(H2) a det(H3).

det(H2) =

∣

∣

∣

∣

26 2.5
1 + 0.2KT 10.1

∣

∣

∣

∣

> 0

Vyč́ısleńım determinantu dostaneme podmı́nku 260.1−0.5KT > 0, jej́ıž úpravou dostaneme
podmı́nku KT < 520.2.

det(H3) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

26 2.5 0
1 + 0.2KT 10.1 26

0 0.2K 1 + 0.2KT

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> 0

vyč́ısleńım determinantu dostaneme podmı́nku

260.1 + 51.5KT − 135.2K − 0.1K2T 2 > 0

což je pro obecné řešeńı již značně nepřehledný vztah. Jak patrno, algebraická kritéria sta-
bility jsou v př́ıpadě obecného řešeńı i v jednoduchých př́ıpadech dosti výpočetně složitá.
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6.3 Nyquistovo kritérium stability

Nyquistovo kritérium slouž́ı k určováńı stability uzavřené smyčky. Jak již bylo řečeno v
předchoźı kapitole, uzavřená smyčka bude stabilńı, pokud budou všechny póly přenosu
uzavřeného obvodu v levé polorovině komplexńı roviny p. Nyquist ale ukázal, že o stabilitě
uzavřené smyčky se dá rozhodnout na základě pr̊uběhu frekvenčńı charakteristiky otevřené
smyčky a poloze jejich pól̊u. To je výhodné, protože přenos otevřené smyčky je na rozd́ıl od
přenosu uzavřené smyčky většinou k dispozici. Neńı ani nutné znát analytický tvar F0(jω),
stač́ı experimentálně zjǐstěná data. Je možné ho nav́ıc použ́ıt pro systémy s dopravńım
zpožděńım, kde algebraická kritéria selhávaj́ı.

6.3.1 Chauchyho teorém o fázi

Předpokládejme komplexńı rovinu p, kde jsou jednotlivé body určeny p = σ + jω. Mějme
racionálńı funkci komplexńıho argumentu, v našem př́ıpadě přenos daný pod́ılem dvou
polynomů F (p) = B(p)

A(p)
se známými kořeny

F (p) =
B(p)

A(p)
= k

(p − β1)(p − β2) . . . (p − βm)

p − α1)(p − α2) . . . (p − αn)

Uvažujme uzavřenou, záporně orientovanou křivku Γp (křivka orientovaná ve směru hodi-
nových ručiček) v rovině p, která neprocháźı žádným kořenem (nulou ani pólem) přenosu
F (p). Pokud budeme postupně dosazovat body z této křivky ve zvoleném směru do
přenosu F (p), budeme źıskávat jinou orientovanou, uzavřenou křivku ΓF v rovině F .
Tomuto procesu se ř́ıká mapováńı uzavřené křivky Γp z roviny p do roviny F . Obrázek
6.1 ukazuje proces mapováńı pro př́ıpad, kdy je mapuj́ıćı funkce (přenos) rovna F (p) =

p+0.5
(p+2)(p+3)

1

−1

−1−2−3−4
+ + bc

Γp

Rovina p

Re

Im

1

−1

1−1−2

ΓF

Rovina F

Re

Im

Obrázek 6.1: Mapováńı křivky Γp do roviny F

Existuje vztah mezi počtem nul a pól̊u uvnitř uzavřené křivky Γp a změnou fáze křivky
ΓF , jinými slovy o kolik se otoč́ı vektor zač́ınaj́ıćı v počátku a procházej́ıćı postupně
body na křivce ΓF ve směru źıskaném mapováńım z křivky Γp. O tomto vztahu vypov́ıdá
Chauchyho teorém o fázi.



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 75

Jestliže uzavřená, záporně orientovaná křivka Γp v rovině p obkličuje nB nul
a nA pól̊u přenosu F (p) a neprocháźı žádným jej́ım pólem ani nulou, potom
uzavřená křivka ΓF vzniklá mapováńım křivky Γp do roviny F funkćı F (p) ob́ıhá
počátek této roviny nB − nA krát v záporném směru.

Pro př́ıpad z obrázku 6.1 plat́ı, že uvnitř uzavřené křivky Γp lež́ı dva póly a žádná
nula. nB = 0 a nA = 2. Křivka také neprocháźı žádnou nulou ani pólem. Podle předchoźı
věty by měl být počet oběh̊u −2 v záporném směru, což jsou dva oběhy v kladném směru.
Z obrázku 6.1 vid́ıme, že tomu tak skutečně je.

Pro odvozeńı Cauchyho teorému je d̊uležitá změna fáze uzavřené orientované křivky
ΓF . Vı́me, že fáze přenosu F (p) je dána součtem jednotlivých př́ıspěvk̊u kořenových
činitel̊u čitatele (p − βi), od kterých se odečte součet jednotlivých př́ıspěvk̊u kořenových
činitel̊u jmenovatele (p−αi). Jednotlivé kořenové činitele představuj́ı při mapováńı uzavřené
křivky Γp v komplexńı rovině vektory Bi(p) = (p − βi) a Ai(p) = (p − αi) s počátkem v
jednotlivých kořenech a konč́ıćıch v bodech na křivce Γp.

+ +bcbc

Γp

Rovina p

Aini

Aouti

Bini

Bouti

αini αoutiβiniβouti Re

Im

Obrázek 6.2: Vliv kořen̊u F (p) na změnu fáze uzavřené křivky ΓF

Na obrázku 6.2 je znázorněn pohyb vektor̊u s kořeny uvnitř (Bini
(p) a Aini

(p)) a vně
(Bouti(p) a Aouti(p)) uzavřené křivky Γp. Z obrázku je vidět, že vektory s počátkem uvnitř
Γp se po obejit́ı této křivky otoč́ı jednou dokola (o 2π) ve stejném směru, jak je orientovaná
křivka Γp. Pro záporně orientovanou křivku Γp plat́ı, že př́ıspěvek od nuly βini

je −2π a
př́ıspěvek pólu αini

se bere se záporným znaménkem, tedy 2π.
Pod́ıváme-li se na vektory s počátkem v nule βouti nebo v pólu αouti vně uzavřené

křivky Γp, pak vid́ıme, že jejich př́ıspěvek je nulový, čili tyto kořeny se na výsledné změně
fáze uzavřené křivky ΓF nepod́ıĺı.

Celková změna fáze (počet oběh̊u křivky ΓF kolem počátku) odpov́ıdá součtu d́ılč́ıch
př́ıspěvk̊u od jednotlivých kořen̊u. Proto −nB2π + nA2π = 2π(nA − nB), což odpov́ıdá
výše uvedenému teorému.
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6.3.2 Odvozeńı Nyquistova kritéria stability

Cauchyho teorému o změně fáze Nyquist využil při odvozeńı pravidla pro určováńı sta-
bility uzavřeného obvodu. Vytvořil záporně orientovanou křivku Γp, která obkličuje celou
pravou polorovinu roviny p. Je složena z imaginárńı osy a p̊ulkružnice s nekonečným
poloměrem r → ∞ přes pravou polorovinu (viz. obrázek 6.3). Tento tvar je výhodný,
nebot’ bod̊um na imaginárńı ose p = jω odpov́ıdá po mapováńı frekvenčńı charakteristika
F (jω) a křivce přes nekonečno odpov́ıdá bod v počátku roviny F . Uzavřená křivka ΓF je
tedy frekvenčńı charakteristika F (jω) pro ω ∈ (−∞,∞)

Nyquistova
křivka Γp

Rovina p

r
→
∞

Re

Im

Obrázek 6.3: Nyquistova křivka

Pro stabilitu uzavřeného obvodu je rozhoduj́ıćı poloha pól̊u přenosové funkce uzavřeného
obvodu, t.j kořen̊u jmenovatele. Jmenovatel všech přenos̊u uzavřeného obvodu je podle
kapitoly 5.1 roven charakteristickému polynomu 1 + F0(p). Předpokládejme, že přenos
otevřené smyčky je dán pod́ılem polynomů

F0(p) =
B(p)

A(p)

Dosazeńım do charakteristické rovnice dostaneme

F (p) = 1 + F0(p) = 1 +
B(p)

A(p)
=

A(p) + B(p)

A(p)
=

C(p)

A(p)
= 0 (6.1)

Prozat́ım také předpokládejme, že kořeny polynomů C(p) a A(p) nelež́ı na imaginárńı
ose (tedy ani v počátku). Tento požadavek vycháźı z podmı́nky v Cauchyho teorému, že
uzavřená křivka Γp neprocháźı žádnou nulou ani pólem přenosu F (p).

Stabilita uzavřeného obvodu bude zajǐstěna, když budou kořeny polynomu C(p) ležet
v levé polorovině komplexńı roviny p. Otevřený obvod naproti tomu může být nestabilńı,
a proto kořeny polynomu A(p) mohou ležet v pravé polorovině roviny p. Polynomy C(p)
a A(p) jsou stejného stupně, nebot’ z d̊uvodu fyzikálńı realizovatelnosti nemůže být poly-
nom B(p) vyšš́ıho stupně než polynom A(p). Oba polynomy můžeme vyjádřit ve tvaru
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kořenových činitel̊u.

C(p) = nn(p − γ1)(p − γ2) . . . (p − γn) A(p) = an(p − α1)(p − α2) . . . (p − αn) (6.2)

Obecně komplexńı kořeny γi tedy muśı ležet v levé polorovině komplexńı roviny p a kořeny
αi mohou ležet kdekoliv (muśıme pouze vědět, kolik je jich v pravé polorovině roviny p).

Podle Cauchyho teorému bude uzavřený systém stabilńı pouze tehdy, pokud bude
frekvenčńı charakteristika F (jω) pro ω ∈ (−∞,∞) ob́ıhat počátek roviny F v kladném
směru tolikrát, kolik nestabilńıch pól̊u má přenos F (p). Pokud se počet oběh̊u lǐśı, potom
polynom C(p) muśı nutně obsahovat kořeny v pravé polorovině komplexńı roviny p a
uzavřený zpětnovazebńı obvod je nestabilńı.

Vykreslováńı frekvenčńı charakteristiky F (jω) by však bylo velmi pracné. Mı́sto určováńı
počtu oběh̊u funkce F (jω) kolem počátku, je jednodušš́ı sledovat počet oběh̊u funkce
F0(jω) (frekvenčńı charakteristiky otevřeného obvodu) kolem bodu (−1, 0). Výsledek je
tentýž, nebot’ stač́ı upravit rovnici (6.1) na tvar

F0(jω) = −1

V Nyquistově kritériu tedy provád́ıme mapováńı do roviny F0. Protože přenos otevřeného
obvodu F0(p) bývá obvykle dán ve tvaru součinu přenos̊u základńıch typových článk̊u,
nečińı konstrukce frekvenčńı charakteristiky pot́ıže.

Nyquistovo kritérium v konečném tvaru zńı
Uzavřený zpětnovazebńı obvod je stabilńı, jestliže frekvenčńı charakter-

istika otevřeného obvodu v komplexńı rovině ob́ıhá při změně frekvence od
−∞ do ∞ bod (−1, 0) v kladném směru tolikrát, kolik pól̊u přenosu otevřené
smyčky lež́ı v pravé polorovině roviny p.

Při řešeńı stability uzavřeného obvodu vycháźıme ze znalosti kresleńı frekvenčńıch
charakteristik v komplexńı rovině, kterou jsme si osvojili v předchoźıch kurzech. Frekvenčńı
charakteristika pro záporné frekvence se źıská jako zrcadlový obraz charakteristiky pro
kladné frekvence, symetrický podle reálné osy komplexńı roviny.

Př́ıklad 6.2 Otevřený obvod tvoř́ı statická soustava tvořená dvěma setrvačnými články v
sérii s proporcionálńım regulátorem. Proved’te rozbor stability uzavřeného obvodu.

Přenos otevřené smyčky je

F0(p) =
K0

(T1p + 1)(T2p + 1)

Frekvenčńı charakteristika je nakreslena na obrázku 6.4 Změna ześıleńı K0 se projevuje
jako změna měř́ıtka na reálné i imaginárńı ose. Je tedy zřejmé, že žádným ześıleńım K0 > 0
se nám nepodař́ı posunout frekvenčńı charakteristiku F0(jω) tak, aby ob́ıhala bod (−1; 0).
Počet oběh̊u bodu (−1; 0) je proto roven 0 pro všechna možná ześıleńı. Protože přenos
F0(p) neobsahuje žádný nestabilńı pól, můžeme na základě Nyquistova kritéria ř́ıci, že
uzavřený obvod bude stabilńı pro K0 > 0.
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1

1 2−1
ω → ∞
ω → −∞

ω = 0+

ω = 0− K0

F0(p) =
1.8

(p + 1)(0.1p + 1)

Re

Im

Obrázek 6.4: Frekvenčńı charakteristika k př́ıkladu 6.2

Př́ıklad 6.3 Regulovaná soustava má přenos

FS(p) =
1

p2 − 4p + 1

a regulátor je typu reálného PD

FR(p) =
5p + 1

0.1p + 1

Proved’te rozbor stability uzavřeného systému.

Přenos otevřené smyčky je

F0(p) =
5p + 1

(p2 − 4p + 1)(0.1p + 1)

Pokusme se zopakovat postup vedoućı k źıskáńı přibližného tvaru frekvenčńı charakter-
istiky F0(p). Nejprve vypočtěme hodnoty vektoru frekvenčńıho přenosu v limitńıch hod-
notách frekvence ω.

lim
ω→0

|F0(jω)| = 1 lim
ω→∞

|F0(jω)| = 0

Fáze přenosu je určena rovnićı

ϕ0(ω) = arctan 5ω + arctan
4ω

1 − ω2
− arctan 0.1ω pro ω ≤ 1 (6.3)

ϕ0(ω) = arctan 5ω + π + arctan
4ω

1 − ω2
− arctan 0.1ω pro ω > 1 (6.4)

lim
ω→0

ϕ0(ω) = 0 lim
ω→∞

ϕ0(ω) = π

Řešeńı fáze se rozdělilo na dvě rovnice. Hodnota funkce 4ω
1−ω2 je pro ω → 1− rovna ∞ a

pro ω → 1+ rovna −∞. Použit́ım funkce arctan by nám vznikla nespojitost ve fázi (skok
z π/2 na −π/2), která je výše provedeným rozděleńım potlačena.
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0.5

1.0

−0.5
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Obrázek 6.5: Frekvenčńı charakteristika k př́ıkladu 6.3

Protože prvńı člen na pravé straně rovnice pro ϕ0(ω) nar̊ustá s rostoućım ω daleko
rychleji, než třet́ı člen (který jej v limitě ω → ∞ kompenzuje), bude zřejmě maximálńı úhel
větš́ı něž π. Nyńı již můžeme nakreslit přibližný tvar frekvenčńı charakteristiky F0(jω),
jak je vidět na obrázku 6.5.

Soustava má dva póly v pravé polorovině. Jedná se o kořeny polynomu p2 − 4p + 1,
které jsou p1 = 3.73 a p2 = 0.27.

Mohou nastat dva př́ıpady počtu oběh̊u frekvenčńı charakteristiky F0(jω) v závislosti
na velikosti ześıleńı K0. Pro malé ześıleńı je pr̊useč́ık se zápornou reálnou osou P napravo
od bodu −1. Počet oběh̊u kolem bodu −1 je v takovém př́ıpadě 0. V druhém př́ıpadě,
tedy pro vysoké ześıleńı K0 je pr̊useč́ık se zápornou reálnou osou P záporněǰśı než bod
−1, tak jak je to vidět na obrázku 6.5. Frekvenčńı charakteristika F0(jω) udělá dva oběhy
kolem bodu −1 v kladném směru. Tento př́ıpad je na rozd́ıl od prvńıho stabilńı, nebot’ se
podle Nyquistova kritéria počet oběh̊u v kladném směru shoduje s počtem nestabilńıch
pól̊u otevřené smyčky. Pokud je ześıleńı K0 větš́ı než nějaká mezńı hodnota K0min

, potom
bude uzavřený obvod stabilńı. Pro nás je samozřejmě tento mezńı bod zaj́ımavý a proto
ho nyńı zkuśıme vypoč́ıtat. Nejprve muśıme určit hodnotu frekvence ω1, při které je fáze
ϕ0(ω1) = π. Tato úloha neńı snadno řešitelná, nebot’ frekvenci ω1 nelze z rovnic (6.3)
a (6.4) analyticky jednoduše vypoč́ıtat. Výpočet se dá provést iterativně, č́ımž źıskáme
přibližnou hodnotu ω1

.
= 1.75. Pro absolutńı hodnotu přenosu F0(jω1) plat́ı

|F0(jω1)| =

√
25 · 1.752 + 1

√

(0.01 · 1.752 + 1)[(1 − 1.752)2 + 16 · 1.752]
= 1.185 ≥ 1

Uzavřený systém je na základě výše uvedeného rozboru pro K0 = 1 stabilńı. Stač́ı ovšem
zmenšit ześıleńı soustavy v poměru 1/1.185 a systém přejde do nestabilńıho stavu. Čtenář
se o tom může snadno přesvědčit použit́ım některého algebraického kritéria.

Nyquistovo kriterium stability má své výhody a nevýhody

• kromě toho, že kriterium urč́ı, zda bude zpětnovazebńı obvod stabilńı, dává nám
nav́ıc představu o tom, jak daleko jsme od nestability a jaké změny frekvenčńı
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charakteristiky otevřeného obvodu jsou žádoućı. Tohoto poznatku se s výhodou
použ́ıvá při syntéze regulačńıch obvod̊u

• kriterium se dá použ́ıt i na experimentálně změřená data

• kresleńı frekvenčńıch charakteristik v komplexńı rovině je většinou přibližné, protože
kvantitativně přesné vykresleńı je pracné. Tato nevýhoda je z velké mı́ry odstraněna
využit́ım výpočetńı techniky.

6.3.3 Nyquistovo kritérium pro F0(p) s póly v počátku

V předchoźı kapitole jsme si ukázali, že rozhodnut́ı o počtu oběh̊u frekvenčńı charakter-
istiky otevřeného obvodu kolem bodu (−1, 0) neńı obt́ıžné ani v př́ıpadě, kdy některé
póly funkce F0(p) lež́ı v pravé polorovině roviny p. Pod́ıvejme se bĺıže na situaci, kdy
F0(p) obsahuje pól nebo v́ıcenásobný pól v počátku. Pak obě větve frekvenčńı charakter-
istiky F0(jω) nabývaj́ı v okoĺı bod̊u ω = 0+ a ω = 0− nekonečné amplitudy a je třeba
rozhodnout, jakou cestou na sebe budou navazovat.

Pro tento př́ıpad se počátek komplexńı roviny zahrne do levé poloroviny, což bude mı́t
za následek změnu cesty Γp po imaginárńı ose v komplexńı rovině. Při změně frekvence od
ω = −∞ se bĺıž́ıme k počátku po záporné imaginárńı poloose až do minimálńı vzdálenosti
od počátku (obrázek 6.6). Ten pak obejdeme po p̊ulkružnici s poloměrem r → 0 a dále
pokračujeme po kladné imaginárńı poloose. Pod́ıvejme se, jaká bude amplituda a fáze
vektoru F0(pa), kde pa jsou souřadnice bod̊u na p̊ulkružnici.

Předpokládejme, že přenos otevřené smyčky má v počátku k-násobný pól. Pak lze psát

F0(p) =
1

pk
R(p)

Pomocná funkce R(p) bude nabývat na p̊ulkružnici s r → 0 téměř konstantńı hodnotu a
nemá tud́ıž na pr̊uběh F0(p) v bĺızkém okoĺı počátku vliv. Body na p̊ulkružnici se daj́ı
vyjádřit rovnićı

pa = r · ejϕa kde ϕa ∈ (−π/2, π/2)

Protože r → 0, bude amplituda vektoru F0(jω) na této p̊ulkružnici nekonečná a fáze se
bude měnit v meźıch kπ/2 do −kπ/2 v záporném směru, nebot’ plat́ı

F0(pa) =
1

pa
k
R(pa)

.
=

1

rk
e−jϕakkonst

Frekvenčńı charakteristika F0(jω) se tak uzavře přes nekonečno obloukem s nekonečnou
amplitudou a fáźı měńıćı se v rozsahu (kπ/2,−kπ/2)

Poznámka 1.: To, že jsme zahrnuli k pól̊u v počátku do levé poloroviny neznamená,
že ř́ıkáme, že jsou stabilńı. Pouze s nimi jako se stabilńımi v Nyquistovu kritériu poč́ıtáme.
Stejně tak bychom je mohli zahrnout do pravé poloroviny a obcházet je z druhé strany.
T́ım by se změnil smysl otáčeńı oblouku přes nekonečno a pro určeńı kritéria bychom
museli tyto póly uvažovat jako nestabilńı.

Poznámka 2.: Podobně by se řešil př́ıpad, ve kterém by jmenovatel přenosu otevřené
smyčky A(p) obsahoval dvojici komplexně sdružených kořen̊u lež́ıćıch na imaginárńı ose.
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Obrázek 6.6: Směr obcházeńı počátku

Opět bychom je zahrnuli do levé či pravé poloroviny, obešli je po kružnici s poloměrem
jdoućım k nule a řešili, jak se frekvenčńı charakteristika uzav́ırá přes nekonečno (viz.
obrázek 6.7).

Γp

+

+

Re

Im

Obrázek 6.7: Směr obcházeńı kořen̊u na imaginárńı ose

Př́ıklad 6.4 Na základě Nyquistova kritéria určete stabilitu uzavřené smyčky, pokud je
přenos otevřené smyčky

F0(p) =
K0

p(Tp + 1)2
kde T > 0

Přenos otevřené smyčky nemá žádné nestabilńı póly, protože pól v počátku zahrnujeme pro
řešeńı Nyquistovým kritériem do levé poloroviny komplexńı roviny p. Frekvenčńı charak-
teristika F0(jω) je znázorněna na obrázku 6.8. K tomu, aby byl uzavřený obvod stabilńı,
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nesmı́ frekvenčńı charakteristika F0(jω) ob́ıhat kolem bodu (−1; 0). To bude splněno pro
malé hodnoty ześıleńı K0, kdy bod P bude ležet napravo od bodu (−1; 0). Jinak totiž
oběhne funkce F0(jω) bod (−1; 0) dvakrát v záporném směru, což odpov́ıdá nestabilńımu
systému.

0.5

1.0

−0.5

−1.0

1−1
ω → −∞
ω → ∞

ω = 0+

ω = 0−

R
=

1
r
→
∞

P Re

Im

Obrázek 6.8: Frekvenčńı charakteristika k př́ıkladu 6.4

Př́ıklad 6.5 Pomoćı Nyquistova kritéria určete podmı́nky stability uzavřené smyčky, pokud
je přenos otevřené smyčky

F0(p) =
K0(T1p + 1)

p2(T2p + 1)

Pr̊uběh frekvenčńı charakteristiky otevřené smyčky F0(jω) kvalitativně záviśı na poměru
časových konstant T1 a T2. Mohou nastat tři př́ıpady.

a) T1 < T2 pro fázi vektoru F0(jω) plat́ı

ϕ0(ω) = −π − arctan T2ω + arctan T1ω

Podle předpokladu je T1 < T2 a proto také arctan T1ω < arctan T2ω, takže úhel ϕ0(ω)
bude záporněǰśı než −π. Tvar frekvenčńı charakteristiky je naznačen na obrázku 6.9 a).
V tomto př́ıpadě dojde ke dvěma oběh̊um v záporném směru a systém je proto vždy
nestabilńı, bez ohledu na velikost ześıleńı K0.

b) T1 > T2 Ze stejného d̊uvodu jako v předchoźım př́ıpadě pro fázi plat́ı, že úhel ϕ0(ω)
bude kladněǰśı než −π

ϕ0(ω) > −π

Frekvenčńı charakteristika otevřené smyčky F0(jω) je načrtnuta na obrázku 6.9 b). K
žádnému oběhu kolem bodu (−1; 0) nedojde a uzavřený obvod je bez ohledu na velikost
ześıleńı vždycky stabilńı.
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a)

0.5

1.0

−0.5

−1.0

1−1
ω → −∞
ω → ∞

ω = 0+

ω = 0−

R
=

1
r
2
→
∞

Re

Im
b)

0.5

1.0

−0.5

−1.0

1−1
ω → ∞
ω → −∞

ω = 0−

ω = 0+

R
=

1
r
2
→
∞

Re

Im

c)

0.5

1.0

−0.5

−1.0

1−1
ω → −∞
ω → ∞ω = 0
R

=
1
r
2
→
∞

Re

Im

Obrázek 6.9: Frekvenčńı charakteristika k př́ıkladu 6.5
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c) T1 = T2 V tomto př́ıpadě je přenos otevřené smyčky roven

F0(p) =
K0

p2

a ve jmenovateli přenosu uzavřené smyčky je charakteristický polynom ve tvaru

p2 + K0 = 0

Přenos uzavřeného obvodu má dva imaginárńı póly p1,2 = ±j
√

K0, což znamená, že se
chová jako kmitavý článek s nulovým tlumeńım. V souladu s definićı považujeme takovýto
systém za nestabilńı. Frekvenčńı charakteristika F0(jω) je zakreslena na obrázku 6.9 c),
odkud rovněž plyne, že tento systém je nestabilńı.

Př́ıklad 6.6 Pomoćı Nyquistova kritéria určete podmı́nky stability uzavřené smyčky, pokud
je přenos otevřené smyčky

F0(p) =
K0

p3

Pro frekvenčńı charakteristiku otevřené smyčky plat́ı

F0(jω) =
K0

(jω)3
= j

K0

ω3

Odpov́ıdaj́ıćı frekvenčńı charakteristika je na obrázku 6.10. Charakteristika ob́ıhá kolem
bodu (−1; 0) dvakrát v záporném směru, takže uzavřený systém je vždy nestabilńı. O plat-
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Obrázek 6.10: Frekvenčńı charakteristika k př́ıkladu 6.6

nosti všech provedených závěr̊u se můžeme přesvědčit libovolným algebraickým kritériem.



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 85

6.3.4 Zjednodušené Nyquistovo kritérium

Většina regulovaných soustav nemá žádné póly v pravé polorovině komplexńı roviny p.
Protože se takové póly nevyskytuj́ı ani v přenosu běžných regulátor̊u, je i celá otevřená
smyčka stabilńı, př́ıpadně astatická, pokud je v soustavě či v regulátoru pól v počátku. V
těchto př́ıpadech nesmı́ F0(jω) ob́ıhat bod (−1, 0) v̊ubec a lze použ́ıt zjednodušené Nyquis-
tovo kritérium stability Uzavřený obvod je stabilńı, jestliže frekvenčńı charakter-
istika otevřeného obvodu F0(jω) při nárustu frekvence od 0 do ∞ prob́ıhá
vpravo od bodu (−1, 0).

Často se uvád́ı geometricky názorněǰśı formulace zjednodušeného kritéria
Postupujeme-li po frekvenčńı charakteristice F0(jω) v komplexńı rovině

směrem nar̊ustaj́ıćı frekvence, muśı bod (−1, 0) z̊ustat po naš́ı levé straně.
Pro určeńı stability pomoćı zjednodušeného Nyquistova kritéria je postačuj́ıćı sledovat

pr̊uběh F0(jω) pouze pro kladná ω.

Př́ıklad 6.7 Pomoćı zjednodušeného Nyquistova kritéria určete stabilitu uzavřeného ob-
vodu, když je přenos otevřené smyčky

F0(p) =
K0(p + 1)2

p2(10p + 1)(0.1p + 1)2

Źıskané závěry srovnejte s výsledky Routh-Shurova kritéria

Limitńı hodnoty amplitudy F0(jω) jsou

lim
ω→0

F0(jω) = ∞ lim
ω→∞

F0(jω) = 0

Pro fázi tohoto přenosu plat́ı

ϕ0(ω) = −π + 2 arctan ω − arctan 10ω − 2 arctan 0.1ω

Odkud lze usoudit, že z počátečńıho úhlu ϕ0(0) = −π bude úhel se vzr̊ustaj́ıćı frekvenćı
nejprve klesat (arctan 10ω), potom se projev́ı dvojnásobný kořen v čitateli a fáze začne
nar̊ustat. Fáze bude pro jisté frekvence kladněǰśı než −π. Potom se začne projevovat
dvojnásobný kořen ve jmenovateli, fáze začne opět klesat a konečná hodnota bude ϕ0(∞) =
−3π/2. Frekvenčńı charakteristika F0(jω) bude prob́ıhat podle obrázku 6.11 Podle zjednodušeného
Nyquistova kritéria bude uzavřený obvod stabilńı, jestliže ześıleńı obvodu K0 bude zvoleno
tak, že bod (−1; 0) bude ležet mezi body A a B. Pro ověřeńı tohoto závěru použijeme
Routh-Schurovo kritérium stability. Charakteristický polynom uzavřeného obvodu je

0.1p5 + 2.01p4 + 10.2p3 + (K0 + 1.0) p2 + 2.0K0p + K0

Na tento polynom aplikujeme Routh-Schurovo kritérium
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Obrázek 6.11: Ukázka podmı́něně stabilńıho systému
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0

]

Podle Routh-Schurova kritéria stability muśı mı́t všechny koeficienty v redukovaných
řádćıch stejné znaménko, aby byl systém stabilńı. Z jednotlivých řádk̊u plynou následuj́ıćı
podmı́nky pro stabilitu uzavřeného obvodu. Poznamenejme, že pod́ıl dvou č́ısel je kladný,
pokud má čitatel i jmenovatel stejné znaménko.

1 + K0 > 0 → K0 > −1

K0 > 0

10.15 − 0.05K0 > 0 → K0 < 203

10.15 + 6.18K0 − 0.05K2
0 > 0 → −1.62 < K0 < 125.2

−83.23 + 13.07K0 − 0.1K2
0 > 0 → 6.7 < K0 < 124

Všechny výše uvedené podmı́nky muśı platit společně. Je vidět, že nejpř́ısněǰśı je pátá
podmı́nka, která udává rozsah možných ześıleńı, která zaruč́ı stabilitu uzavřené smyčky
6.7 < K0 < 124. To potvrzuje výsledky źıskané Nyquistovým kritériem stability. Vid́ıme
také, že řešeńı pomoćı Routh-Schurova kritéria sice dává kvantitativńı výsledky, ale řešeńı
je i pro tento vcelku jednoduchý př́ıklad dosti složité. Tento obvod patř́ı k podmı́něně
stabilńım systémům, které jsou stabilńı jen pro ześıleńı omezené nejen shora, ale též
zdola.
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6.3.5 Zjednodušené Nyquistovo kritérium v logaritmických souřadnićıch

Pokud přenos otevřené smyčky neobsahuje póly v pravé polorovině komplexńı roviny p,
lze jak jsme se již dozvěděli v minulé kapitole použ́ıt zjednodušené Nyquistovo kritérium
stability. Kromě toho se nav́ıc dá velmi rychle určit stabilita z frekvenčńı charakteristiky
otevřené smyčky v logaritmických souřadnićıch. Formulace obecného tvaru Nyquistova
kritéria by v logaritmických souřadnićıch byla velmi obt́ıžná.
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Obrázek 6.12: Frekvenčńı charakteristiky v komplexńı rovině a logaritmických
souřadnićıch a jejich souvislost z hlediska stability podle zjednodušeného Nyquistova
kritéria

Při odvozeńı zjednodušeného Nyquistova kritéria stability v logaritmických souřadnićıch
vyjdeme ze vztahu s frekvenčńımi charakteristikami v komplexńı rovině. Na obrázku 6.12
jsou vidět oba typy frekvenčńıch charakteristik pro systém s přenosem otevřené smyčky

F0(p) =
K0

p(p + 1)(p + 10)

a pro tři r̊uzné hodnoty ześıleńı. Frekvenčńı charakteristika F0(p) se ześıleńım K0 =
109.7 procháźı bodem (−1; 0). Uzavřený systém by byl podle zjednodušeného Nyquistova
kritéria na mezi stability. V logaritmických souřadnićıch to odpov́ıdá př́ıpadu, kdy ampli-
tudová charakteristika nabývá hodnoty 1 (0dB) při stejné frekvenci, kdy fázová charakter-
istika nabývá hodnoty −180◦. Připomeňme, že frekvence kdy amplitudová charakteristika
nabývá hodnoty 1 (0dB) se nazývá frekvence řezu ωř. Vyšš́ı hodnota ześıleńı K0 = 330
vede podle pr̊uběhu F0(p) v komplexńı rovině k nestabilitě. V logaritmických souřadnićıch
se to projev́ı tak, že fáze ϕ je při kmitočtu řezu ωř záporněǰśı než −π (ϕ < −180◦). Naopak
nižš́ı hodnota ześıleńı K0 = 33 vede podle pr̊uběhu F0(p) v komplexńı rovině na stabilńı
zpětnovazebńı zapojeńı. V logaritmických souřadnićıch se to projev́ı tak, že fáze ϕ je při
kmitočtu řezu ωř kladněǰśı než −π (ϕ > −180◦). Uzavřený systém, jehož otevřený
obvod nemá póly v pravé polorovině komplexńı roviny p, je stabilńı, jestliže
při frekvenci ωř, při které |F0(jω)| = 1, je fáze kladněǰśı než −π

Poznámka: Z tohoto d̊uvodu se při kresleńı frekvenčńı charakteristiky F0(jω) v loga-
ritmických souřadnićıch kresĺı pr̊uběh fáze tak, že hodnota 0dB odpov́ıdaj́ıćı přenosu 1
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se shoduje s hodnotou fáze −180◦. Osa fáze se kresĺı obráceně, takže se snižuje směrem
nahoru. Pokud fáze procháźı při kmitočtu řezu ωř pod osou 0dB, pak bude uzavřený
zpětnovazebńı systém stabilńı, pokud bude fáze při ωř procházet osou 0dB, pak bude na
mezi stability a pokud bude fáze při ωř nad osou 0dB, pak bude systém nestabilńı.

Př́ıklad 6.8 Rozhodněte o stabilitě zpětnovazebńıho regulačńıho obvodu na základě pr̊uběhu
frekvenčńı charakteristiky otevřené smyčky F0(p) v logaritmických souřadnićıch, pokud

F0(p) =
K0(p + 1)2

p2(10p + 1)(0.1p + 1)2

Tento zp̊usob rozboru stability můžeme použ́ıt, nebot’ přenos otevřené smyčky F0(p)
neobsahuje póly v pravé polorovině komplexńı roviny p. Pr̊uběh fáze ϕ ukazuje, že uzavřený
zpětnovazebńı obvod bude stabilńı, pokud bude kmitočet řezu ωř ležet v rozsahu (1.15; 7.8)rad/s
(viz. obrázek 6.13). Na obrázku 6.13 jsou nakresleny pr̊uběhy limitńıch frekvenčńıch
charakteristik, pro které je uzavřený systém na mezi stability. Pr̊uběh |F01(jω)|dB procháźı
ωř = 1.15 a odpov́ıdá ześıleńı 17dB, čemuž odpov́ıdá K0 = 7.08. Druhý pr̊uběh |F02(jω)|dB

procháźı ωř = 7.8 a odpov́ıdá ześıleńı 42dB, čemuž odpov́ıdá K0 = 125. Všimněme si, že
při kresleńı amplitudových charakteristik muśıme respektovat vliv chyby při asymptotické
náhradě, nebot’ obě mezńı frekvence lež́ı velmi bĺızko bod̊u, ve kterých docháźı ke zlomu
asymptotické náhrady o ±40dB/dek. Systém je stabilńı pro hodnoty ześıleńı v rozsahu
(7.08; 125). Protože je rozsah ześıleńı omezen jak shora, tak také zdola, je tento systém
podmı́něně stabilńı.

6.4 Použit́ı programu Matlab

Při řešeńı stability algebraickými kritérii u systémů, které závisej́ı na proměnných parame-
trech si můžeme pomoci použit́ım Symbolického toolbox-u v programu Matlab.

Př́ıklad 6.9 S využit́ım Symbolického Toolbox-u vyřešte př́ıklad 6.1 s ideálńım PD regulátorem.

Nejprve muśıme nadefinovat symboly proměnných, které budeme během výpočtu potřebovat.

>> syms p K T

Nyńı si vypoč́ıtáme charakteristický polynom

>> delta1 = p*(5*p + 1)^2 + 0.2*K*(T*p + 1)

delta1 =

p*(5*p+1)^2+1/5*K*(T*p+1)

Tento tvar si uprav́ıme tak, aby byl seřazen jako polynom, kde budou vidět jednotlivé
koeficienty u mocnin Laplaceova operátoru p

>> delta1 = collect(delta1,p)

delta1 =

25*p^3+10*p^2+(1+1/5*K*T)*p+1/5*K
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Obrázek 6.13: Test stability Nyquistovým kritériem v logaritmických souřadnićıch
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Tento tvar neńı moc přehledný, proto si ho přeṕı̌seme ve tvaru

>> pretty(delta1)

3 2

25 p + 10 p + (1 + 1/5 K T) p + 1/5 K

Toto je charakteristický polynom, ze kterého můžeme př́ımo psát Hurwitzovu matici.
Koeficienty sem můžeme přepsat ručně, nebo použ́ıt funkci, která vybere z polynomu
koeficient u dané mocniny. Např́ıklad pro výběr koeficientu u p1 použijeme př́ıkaz

>> maple(’coeff’,delta1,p,1)

ans =

1+1/5*K*T

Potom determinant

>> H=[10 25; maple(’coeff’,delta1,p,0) maple(’coeff’,delta1,p,1)]

H =

[ 10, 25]

[ 1/5*K, 1+1/5*K*T]

Vypoč́ıtáme determinant det(H)

>> det(H)

ans =

10+2*K*T-5*K

Determinant muśı být kladný 10 + 2KT − 5K > 0. Oba koeficienty jsou také kladné
K > 0 a T > 0. Tuto soustavu nerovnic řeš́ıme dále stejně jako v př́ıkladě 6.1.

Při řešeńı stability uzavřeného obvodu pomoćı Nyquistova kritéria stability si můžeme
v Matlabu usnadnit práci použit́ım př́ıkaz̊u na vykresleńı frekvenčńıch charakteristik. Je
potřeba mı́t na paměti, že ne vždycky je automaticky zvolený rozsah frekvenćı, ve kterém
je frekvenčńı charakteristika vykreslována, Matlabem vybrán optimálně a že nás zaj́ımá
chováńı kolem bodu (−1; 0). Demonstrujme si to následuj́ıćım př́ıkladem.

Př́ıklad 6.10 Pomoćı programu Matlab vyřešte stabilitu zpětnovazebńıho regulačńıho ob-
vodu s přenosem otevřené smyčky F0(p) z př́ıkladu 6.8. Pro vykresleńı frekvenčńı charak-
teristiky použijte ześıleńı K0 = 10

Zadáme přenos

F0(p) =
10(p + 1)2

p2(10p + 1)(0.1p + 1)2
=

100(p + 1)2

p2(p + 0.1)(p + 10)2

>> F0=zpk([-1 -1 ],[0 0 -0.1 -10 -10],[100])

Zero/pole/gain:

100 (s+1)^2

--------------------

s^2 (s+0.1) (s+10)^2
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Frekvenčńı charakteristiku v komplexńı rovině vykresĺıme př́ıkazem

>> nyquist(F0)

Objev́ı se nám pr̊uběh, který je na obrázku 6.14 vlevo. Na základě tohoto pr̊uběhu bychom
mohli ř́ıci, že je uzavřený systém nestabilńı, protože F0(p) nemá nestabilńı póly a počet
oběh̊u kolem bodu (−1; 0) je dvakrát v záporném směru. Pokud si ale zvětš́ıme pr̊uběh
F0(jω) kolem bodu (−1; 0) zjist́ıme, že je předchoźı závěr špatný. Na obrázku 6.14 vpravo
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Obrázek 6.14: Demonstrace př́ıkazu nyquist v Matlabu

vid́ıme přibĺıžený pr̊uběh. Ve skutečnosti je uzavřený systém pro zadané ześıleńı K0 sta-
bilńı, protože počet oběh̊u je roven nule. Daľśım přibĺıžeńım zjist́ıme pr̊useč́ıky se zápornou
reálnou osou, které definuj́ı oblast stability. Pr̊useč́ıky jsou přibližně −1.476 a −0.0793. S
uvážeńım, že pr̊uběh je vykreslen pro ześıleńı K0 = 10 źıskáme rozsah ześıleńı, pro které
je uzavřený obvod stabilńı. K0 ∈ (1/1.476 ·10; 1/0.0793 ·10) = (6.8; 126). Źıskaný interval
koresponduje s intervalem źıskaným Routh-Schurovým kritériem v př́ıkladu 6.8. Pokud
v Matlabovském okně ukazuj́ıćım pr̊uběh vykreslený př́ıkazem nyquist, najedete na vy-
obrazený pr̊uběh myš́ı a zmáčknete pravé tlač́ıtko, zjist́ıte informace o reálné a imaginárńı
složce a o odpov́ıdaj́ıćı frekvenci vybraného bodu.

6.5 Shrnut́ı

V této kapitole byly vysvětleny možnosti zjǐst’ováńı stability zpětnovazebńıch systémů. V
prvńı části byla ukázána možnost použit́ı algebraických kritéríı. Byly vypoč́ıtány vzorové
př́ıklady na použit́ı Hurwitzova a Routh-Schurova kritéria. Nevýhoda těchto kritéríı spoč́ıvá
ve složitosti źıskaných podmı́nkových rovnic, které muśıme řešit. Odměnou za jejich
vyřešeńı źıskáváme rozsahy parametr̊u, pro které je uzavřený obvod stabilńı. Druhá,
obsáhleǰśı část se zabývá vysvětleńım Nyquistova kritéria stability. Toto kritérium zjǐst’uje
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stabilitu uzavřeného obvodu na základě znalosti frekvenčńı charakteristiky otevřené smyčky
F0(jω) a počtu nestabilńıch pól̊u F0(p). Stěžejńı je při určováńı stability t́ımto kritériem
poloha bodu (−1; 0). Jak bude ukázáno v daľśım textu, vzdálenost frekvenčńı charakteris-
tiky od tohoto bodu ř́ıká, jak daleko jsme od nestability, což povede k definici pojmu am-
plitudové, fázové a modulové zásoby stability. Uvedli jsme si zjednodušenou verzi kritéria
pro př́ıpad, že F0(p) neobsahuje nestabilńı póly. To vedlo na možnost určováńı stabil-
ity v logaritmických souřadnićıch. Kresleńı frekvenčńıch charakteristik v logaritmických
souřadnićıch je jednodušš́ı než v komplexńı rovině. Tento zp̊usob bude v následuj́ıćım textu
použit při syntéze regulačńıch obvod̊u metodou standardńıch tvar̊u frekvenčńı charakter-
istiky.

6.6 Kontrolńı otázky

Otázka 6.1 Vysvětlete pojmy charakteristický polynom a charakteristická rovnice.

Otázka 6.2 Určete charakteristický polynom obvodu s odchylkovým regulátorem s přenosem
FR(p) = Q(p)

R(p)
. Přenos soustavy je FS(p) = B(p)

A(p)

Otázka 6.3 Z jakého přenosu zjǐst’uje Nyquistovo kritérium stabilitu zpětnovazebńıho ob-
vodu?

Otázka 6.4 Co je to mapováńı uzavřené křivky z roviny p do roviny F?

Otázka 6.5 Jak je definována Nyquistova křivka a jej́ı modifikovaná varianta?

Otázka 6.6 V čem se lǐśı Nyquistovo kritérium stability od algebraických kritéríı stabil-
ity?

Otázka 6.7 Jak zńı Nyquistovo kritérium stability a jaké jsou podmı́nky jeho použit́ı?

Otázka 6.8 Jak se projev́ı nuly v počátku na pr̊uběh frekvenčńı charakteristiky kolem
počátku ω = 0?

Otázka 6.9 Jak zńı zjednodušené Nyquistovo kritérium stability?

Otázka 6.10 Jak zńı zjednodušené Nyquistovo kritérium stability v logaritmických souřadnićıch?

Otázka 6.11 Lze použ́ıt Nyquistovo kritérium stability pro systémy s dopravńım zpožděńım?
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7 Analýza dynamických vlastnost́ı regulačńıch obvod̊u

Analýzou statických vlastnost́ı jsme se zabývali v kapitolách 5.2 a 5.3. Měli jsme t́ım
na mysli trvalé ustálené hodnoty, tedy stavy po odezněńı přechodných děj̊u. Při ř́ızeńı
dynamických systém̊u nás kromě statických vlastnost́ı zaj́ımá také, a to někdy zejména,
chováńı v přechodných děj́ıch. Zde nás zaj́ımá rychlost odezněńı, maximálńı překmit a
kmitavost přechodného děje. Těmto parametr̊um se souhrně ř́ıká dynamické vlastnosti.
Dynamické vlastnosti lze ovlivnit pomoćı jednoho či v́ıce parametr̊u regulátoru. Snahou
je nastavit takové parametry regulátoru, které by dosáhly optimálńıch dynamických vlast-
nost́ı. Slovo ”optimálńı” vyskytuj́ıćı se v minule větě je poněkud vágńı pojem. To co je pro
někoho optimálńı, m̊uže být pro druhého nevyhovuj́ıćı. Pokud se bav́ıme o optimalitě, je
vždy potřebné uvést hledisko, které bylo při optimalizaci uvažováno. Toto hledisko je často
matematicky popsáno kriteriálńı funkćı. Výběr vhodného hlediska, nebo také kriteriálńı
funkce je ned́ılnou a velmi d̊uležitou součást́ı procesu návrhu regulátoru. Nevhodná volba
kritéria m̊uže mı́t za následek špatné chováńı ve srovnáńı s jinou volbou kritéria. Tato
kapitola nás seznámı́ se zjǐst’ováńım dynamických vlastnost́ı podle následuj́ıćıch hledisek

• z odezev v časové oblasti

• z pr̊uběhu frekvenčńıch charakteristik

• z rozložeńı nul a pól̊u v komplexńı rovině

7.1 Integrálńı kritéria kvality regulace

Integrálńı kritéria kvality regulace zjǐst’uj́ı kvalitu nastaveńı parametr̊u regulátoru v časové
oblasti. Vycháźı se z pr̊uběhu regulačńı odchylky e(t), kterou źıskáme z odezvy regulačńıho
obvodu na skokovou změnu žádané hodnoty. Postupně se zde poṕı̌seme tyto integrálńı
kritéria.

• Lineárńı kritérium

• Usměrněné lineárńı kritérium

• Kvadratické kritérium

• ITAE kritérium

7.1.1 Lineárńı integrálńı kritérium

Lineárńı integrálńı kritérium spoč́ıtá plochu mezi pr̊uběhem regulačńı odchylky e(t) a
ustálenou odchylkou e(∞). Této ploše se ř́ıká lineárńı regulačńı plocha. Matematicky je
plocha ohraničená nějakou křivkou definována integrálem

JL =

∫ ∞

0

[e(t) − e(∞)] dt (7.1)

Odečteńı ustálené odchylky e(∞) zajǐst’uje konvergenci integrálu k nějaké konečné hod-
notě. Bez odečteńı ustálené odchylky by v př́ıpadě jej́ı nenulovosti vycházela nekonečná
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Obrázek 7.1: Lineárńı regulačńı plocha

hodnota kritéria JL. Vı́me, že obvody s astatismem alespoň prvńıho řádu maj́ı nulovou
ustálenou odchylku e(∞) = 0, č́ımž se předchoźı rovnice (7.1) zjednoduš́ı na tvar

JL =

∫ ∞

0

e(t) dt (7.2)

Stejné úvahy plat́ı i pro př́ıpad ostatńıch integrálńıch kritéríı. Z hlediska výpočtu integrálu
je nutné, aby byl systém aperiodický. Pokud by tomu tak nebylo, plochy pod osou e(∞)
by se odeč́ıtali, č́ımž by se nesprávně snižovala hodnota kritéria a dostali bychom zkreslený
výsledek. Řešeńı v tomto př́ıpadě představuje použit́ı modifikovaného kritéria usměrněné
lineárńı plochy, ve kterém použ́ıváme namı́sto rozd́ılu [e(t)−e(∞)] jeho absolutńı hodnotu

JUL =

∫ ∞

0

|e(t) − e(∞)| dt (7.3)

t
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Obrázek 7.2: Usměrněná lineárńı plocha

T́ım se plochy pod osou e(∞) přič́ıtaj́ı a logicky zhoršuj́ı hodnotu kritéria. Pozorný
čtenář může namı́tnout, proč jsme nedefinovali pouze usměrněnou variantou lineárńıho
integrálńıho kritéria. Důvod spoč́ıvá v nelinearitě absolutńı hodnoty, která znemožňuje an-
alytický výpočet, který je v př́ıpadě prostého lineárńıho kritéria a aperiodického pr̊uběhu
možný.
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7.1.2 Kvadratické integrálńı kritérium

Toto kritérium vyjadřuje kvadratickou regulačńı plochu. Je definováno integrálem

JK =

∫ ∞

0

[e(t) − e(∞)]2 dt (7.4)

t

e(t)

e(0)

e(∞)

e(0)

e(∞)

JK

Obrázek 7.3: Hodnota kvadratického kritéria

V př́ıpadě tohoto kritéria nás netráṕı záporné odchylky, nebot’ jejich kvadrát je kladné
č́ıslo. Pro systémy s astatismem, kdy je trvalá ustálená odchylka nulová plat́ı zjednodušený
vztah

JK =

∫ ∞

0

e2(t) dt (7.5)

Z pr̊uběhu kvadratické funkce je zřejmé, že toto kritérium přikládá větš́ı váhu větš́ım od-
chylkám. Jedná se o hodnoty odchylky e(t) z počátku přechodného děje (obrázek 7.3). Při
minimalizaci kvadratického kritéria dojde k tomu, že se systém snaž́ı co nejrychleji vye-
liminovat právě tyto odchylky na počátku, což následně přináš́ı relativně velký překmit
a kmitavost odchylky, což bývá považováno jako nevýhoda kvadratického kritéria. Toto
kritérium je obĺıbené z d̊uvodu možnosti jednoduchého výpočtu. Existuje několik možnost́ı
pro určeńı kvadratického kritéria, z nichž některé si poṕı̌seme v následuj́ıćıch podkapi-
tolách.

• analytický výpočet výpočtem inverzńı Laplaceovy transformace obrazu odchylky s
následnou integraćı podle (7.4)

• př́ımý analytický výpočet pomoćı reziduové věty

• výpočet pomoćı Nekolného doplňku k Routh-Schurově algoritmu

• pomoćı simulace
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Př́ımým výpočtem pomoćı reziduové věty
Definičńı integrál (7.5) můžeme chápat jako funkci horńı meze, která v limitě přejde na

Jk.

Jk = lim
τ→∞

∫ τ

0

e2(t)dt

a podle věty o konečné hodnotě lze psát

Jk = lim
τ→∞

∫ τ

0

e2(t)dt = lim
p→0

p
1

p

{

e2(t)
}

(7.6)

V Laplaceově transformaci součinu dvou funkćı v čase odpov́ıdá konvoluce obraz̊u, takže

{e(t) · e(t)} =
1

2πj

∫ c+jω

c−jω

E(p − q)E(q)dq

a po dosazeńı do (7.6) máme

Jk = lim
p→0

1

2πj

∫ c+jω

c−jω

E(p − q)E(q)dq =
1

2πj

∫ c+jω

c−jω

E(−q)E(q)dq (7.7)

Integrál na pravé straně rovnice (7.7) nahrad́ıme integrálem po uzavřené křivce, a ten je
roven 2πj násobku sumy residúı v pólech integrované funkce, které lež́ı uvnitř integračńı
uzavřené křivky. Protože E(p) muśı mı́t pouze stabilńı póly, lež́ı všechny póly E(q) v
levé polorovině a póly E(−q) v pravé polorovině komplexńı roviny. Jako integračńı dráhu
můžeme zvolit imaginárńı osu uzavřenou p̊ulkružnićı o nekonečném poloměru. Pak

Jk =
∑

qi

res E(−q)E(q)

kde qi jsou póly funkce E(q). Nyńı je zřejmé, proč jsme na počátku předpokládali, že póly
této funkce jsou známé.

Integrál na pravé straně rovnice (7.7) lze vyč́ıslit také tak, že za integračńı dráhu
vezmeme imaginárńı osu c = 0. Vzhledem k symetrii stač́ı integrovat v meźıch 0 < ω < ∞
a výsledek násobit dvěma:

Jk =
1

π

∫ ∞

0

E(−jω)E(jω)dω =
1

π

∫ ∞

0

[E(−jω)]2dω

To znamená, že kvadratická integrálńı plocha je úměrná ploše vymezené funkćı kvadrátu
amplitudové frekvenčńı charakteristiky E(jω) (obrázek 7.4). Tento zp̊usob výpočtu vyžaduje
nasazeńı výpočetńı techniky, pomoćı které lze výpočet automatizovat.

Př́ıklad 7.1 Přenos ř́ızeńı uzavřeného regulačńıho obvodu je typu statického článku druhého
řádu s časovou konstantou T = 1. Stanovte velikost poměrného tlumeńı tak, aby systém
byl z hlediska kvadratického kritéria optimálńı.
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ω

|E
(j

ω
)|

|E(jω)|2

|E(jω)|

Obrázek 7.4: Kvadratická integrálńı plocha

Přenos ř́ızeńı má tvar

Fw(p) =
1

p2 + 2ξp + 1

kde ξ je poměrné tlumeńı. Pro obraz odchylky plat́ı

E(p) = W (p)[1 − Fw(p)] =
1

p
· p2 + 2ξp

p2 + 2ξp + 1
=

p + 2ξ

p2 + 2ξp + 1

jeho póly jsou
p1,2 = −ξ ±

√

ξ2 − 1

Pro kvadratickou plochu plat́ı

Jk =
∑

p1,p2

res E(p)E(−p) =
∑

p1,p2

4ξ2 − p2

p[4p2 + 2(2 − 4ξ2)]

Po dosazeńı hodnot pól̊u dostaneme rovnici

Jk =
2ξ2 + 2ξ

√

ξ2 − 1 + 1

(
√

ξ2 − 1 − ξ)(−8ξ
√

ξ2 − 1)
− 2ξ2 − 2ξ

√

ξ2 − 1 + 1

(
√

ξ2 − 1 + ξ)(8ξ
√

ξ2 − 1)
=

4ξ2 + 1

4ξ

Tuto funkci je nyńı třeba derivovat podle tlumeńı ξ a splnit podmı́nku

dJk

dξ
=

4ξ2 − 1

4ξ2
= 0

Z této podmı́nky urč́ıme optimálńı hodnotu ξkik = 0.5. Hodnota kritéria je

Jk(ξkik = 0.5) = 1

Nekolného doplněk Routh-Schurova algoritmu
Analytický výpočet kvadratického kritéria (7.4) je značně pracný. Mnohem jednodušš́ı

je použit́ı Nekolného doplněku Routh-Schurova kritéria, který dokáže určit hodnotu kvadrat-
ického kritéria pomoćı jednoduchého a algoritmizovatelného postupu.
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Pro přenos odchylky jsme si již dř́ıve vyjádřili vztah

Fe(p) =
1

1 + F0(p)
=

bnp
n + · · · + b1p + b0

anpn + · · · + a1p + a0

(7.8)

kde bn = an (stupeň čitatele soustavy je alespoň o jedničku menš́ı než stupeň jmenovatele)
a pro systémy s astatismem v otevřeném obvodu nav́ıc plat́ı b0 = 0. Tato podmı́nka zde
plat́ı i pro systémy bez astatismu, nebot’ v tom př́ıpadě se použ́ıvá složitěǰśı verze kritéria
s e(t) − e(∞), které vynuluje absolutńı člen v čitateli. Takže podmı́nka b0 = 0 vlastně
plat́ı vždy. Obraz odchylky E(p) jako odezvy regulačńı odchylky na jednotkový skok ř́ıdićı
veličiny je dán ve tvaru

E(p) = Fe(p)
1

p
=

bnp
n−1 + · · · + +b2p + b1

anpn + · · · + a1p + a0

(7.9)

Nekolného algoritmus pro výpočet kvadratického kritéria

1. Na jmenovatelový polynom A(p) aplikujeme Routh-Schur̊uv algoritmus, ale neskonč́ıme
u řádku se třemi koeficienty, nýbrž pokračujeme až do konce. V př́ıpadě nestabilńıho
systému nemá smysl pokračovat dál, nebot’ hodnota kritéria stejně jako odchylka
p̊ujde do nekonečna. Koeficienty, kterými v jednotlivých kroćıch redukce násob́ıme
podtržené členy, nazveme αi.

2. Koeficienty čitatele bi naṕı̌seme do řádku, podobně jako jsme to provedli u jmeno-
vatelového polynomu. Jsou-li některé koeficienty nulové, zaṕı̌seme do řádku na jejich
mı́stě nuly. Z rovnice (7.9) vyplývá, že je-li stupeň jmenovatele n, bude mı́t tento
řádek n − 1 koeficient̊u.

3. Každý druhý koeficient řádku čitatele podtrhneme. Můžeme postupovat opět zprava
i zleva, avšak vždy ve stejném smyslu, v jakém byla provedena redukce jmenovatele.

4. Od nepodtržených koeficient̊u čitatele odečteme podtržené koeficienty jmenovatele,
násobené takovým č́ıslem βi, aby se prvńı nepodtržený koeficient řádku čitatele bn

anuloval.

5. S takto źıskaným redukovaným řádkem koeficient̊u opakujeme celý postup až do
konce. V každém kroku i stanov́ıme násob́ıćı koeficient βi.

6. Kvadratická regulačńı plocha je dána vzorcem

JK =
1

2

n
∑

i=1

βi
2

αi

(7.10)

Př́ıklad 7.2 K regulované soustavě s přenosem

Fs(p) =
1

(10p + 1)2

byly navrženy tři typy regulátor̊u
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a) regulátor typu I s přenosem

FR1 =
0.05

p

b) regulátor typu PI s přenosem

FR2 =
0.6(10p + 1)

p(0.5p + 1)

c) regulátor typu PID s přenosem

FR3 =
2(10p + 1)2

p(0.5p + 1)

Vypočtěte kvadratickou regulačńı plochu pro všechny uvedené regulátory.

Řešeńı ad a)
Přenos otevřené smyčky je

F0(p) =
0.05

p(10p + 1)2

a přenos odchylky je

Fe(p) =
1

1 + F0(p)
=

1

1 + 0.05
p(10p+1)2

=
100p3 + 20p2 + p

100p3 + 20p2 + p + 0.05

Obraz odchylky při jednotkovém skoku ř́ızeńı je roven

E(p) =
1

p
Fe(p) =

100p2 + 20p+1

100p3 + 20p2 + p + 0.05

Nyńı provedeme redukci jmenovatele a v př́ıpadě, že systém bude stabilńı i redukci čitatele
podle Nekolného algoritmu.

100 20 1 0.05 α1 = 5

−100 −0.25
20 0.75 0.05 α2 = 26.67

−20
0.75 0.05 α3 = 15

x
100 20 1 β1 = 5

−100 −0.25
20 0.75 β2 = 26.67

−20
0.75 β3 = 15

Protože v tomto př́ıpadě αi = βi, bude

Ik1 =
1

2

3
∑

i=1

βi =
1

2
(5 + 26.67 + 15) = 23.34

Řešeńı ad b)
Přenos otevřené smyčky je nyńı

F0(p) =
0.6

p(10p + 1)(0.5p + 1)
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a přenos odchylky je

Fe(p) =
1

1 + F0(p)
=

1

1 + 0.6
p(10p+1)(0.5p+1)

=
5p3 + 10.5p2 + p

5p3 + 10.5p2 + p + 0.6

Obraz odchylky při jednotkovém skoku ř́ızeńı je roven

E(p) =
1

p
Fe(p) =

5p2 + 10.5p + 1

5p3 + 10.5p2 + p + 0.6

Opět provedeme redukci jmenovatele a v př́ıpadě, že systém bude stabilńı i redukci čitatele
podle Nekolného algoritmu.

5 10.5 1 0.6 α1 = 0.48

−5 −0.29
10.5 0.71 0.6 α2 = 14.79

−10.5
0.71 0.6 α3 = 1.18

5 10.5 1 β1 = 0.48

−5 −0.25
10.5 0.71 β2 = 14.79

−10.5
0.71 β3 = 1.18

Obdobně jako v minulém př́ıpadě plat́ı αi = βi, a proto bude

Ik2 =
1

2

3
∑

i=1

βi =
1

2
(0.48 + 14.79 + 1.18) = 8.23

Obvod s PI regulátorem má tedy podle kvadratického kritéria téměř dvojnásobně větš́ı
kvalitu regulačńıho děje.

Řešeńı ad c) Pro přenos otevřené smyčky v tomto př́ıpadě plat́ı

F0(p) =
2

p(0.5p + 1)

a pro obraz odchylky

E(p) =
0.5p + 1

0.5p2 + p + 2

Opět provedeme redukci jmenovatele a čitatele podle Nekolného algoritmu.

0.5 1 2 α1 = 0.5

−0.5
1 2 α2 = 0.5

−1

0.5 1 β1 = 0.5

−0.5
1 β2 = 0.5

Obdobně jako v minulém př́ıpadě plat́ı αi = βi, a proto bude

Ik3 =
1

2

2
∑

i=1

βi =
1

2
(0.5 + 0.5) = 0.5
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Obvod s PID regulátorem v tomto př́ıkladě vykazuje podle kvadratického kritéria výrazné
zlepšeńı kvality regulačńıho děje ve srovnáńı s I a PI regulátory.

Je zaj́ımavé, že nám ve všech třech př́ıpadech vyšly stejné koeficienty αi = βi. Neńı
těžké dokázat, že k tomuto jevu docháźı vždy, pokud je čitatel přenosu otevřené smyčky
F0(p) roven konstantě (nemá nuly). Plyne to př́ımo z rovnice (7.8), kde se potom shoduje
čitatel s jmenovatelem až na absolutńı člen.

Pro regulačńı systémy bez astatismu v otevřeném obvodě plat́ı, že maj́ı nenulovou
ustálenou odchylku. Abychom dostali smysluplný výsledek kvadratického kritéria, muśıme
provést výpočet z upravené odchylky

ē(t) = e(t) − e(∞)

Rovnost koeficient̊u αi = βi v tomto př́ıpadě nenastane nikdy, jak se snadno přesvědč́ıme
převodem do Laplaceovy transformace a dosazeńım (7.9).

F0(p) =
k

bnpn + · · · + b1p + b0

Fe(p) =
bnp

n + · · · + b1p + b0

bnpn + · · · + b1p + b0 + k

E(p) =
1

p
Fe(p) =

bnp
n + · · · + b1p + b0

bnpn+1 + · · · + b1p2 + (b0 + k)p

Ē(p) = E(p) − e(∞)

p
==

bn[1 − e(∞)]pn + · · · + b1[1 − e(∞)]p + b0[1 − e(∞)]

bnpn+1 + · · · + b1p2 + (b0 + k)p

Z výše uvedeného rozboru plat́ı následuj́ıćı zjednodušeńı. Pokud je čitatel F0(p) roven
konstantě a jmenovatel obsahuje astatismus alespoň prvńıho řádu, pro výpočet kvadrat-
ického kritéria stač́ı provést pouze redukci jmenovatele a použ́ıt vzorec

JK =
1

2

2
∑

i=1

αi (protože αi = βi)

Př́ıklad 7.3 Přenos otevřeného obvodu je

F0(p) =
2(3p + 1)

p2(0.1p + 1)

Vypočtěte kvadratickou regulačńı plochu.

Obraz odchylky je

E(p) =
0.1p2 + p

0.1p3 + p2 + 6p + 2

Provedeme redukci čitatele a jmenovatele. Protože v obrazu odchylky chyb́ı absolutńı člen
v čitateli, muśıme na jeho mı́sto napsat nulu.
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0.1 1 6 2 α1 = 0.1

−0.1 −0.2
1 5.8 2 α2 = 0.17

−1
5.8 2 α3 = 2.9

0.1 1 0 β1 = 0.1

−0.1 −0.2
1 −0.2 β2 = 0.17

−1
−0.2 β3 = −0.1

JK =
1

2
(0.1 + 0.17 + 0.0034) = 0.14

Př́ıklad 7.4 K soustavě s přenosem

Fs(p) =
0.4

(3p + 1)3

je připojen regulátor typu P, se ześıleńım KR = 6. Vypočtěte velikost kvadratické regulačńı
plochy.

Přenos otevřeného obvodu je

F0(p) = KRFs(p) =
2.4

(3p + 1)3

a obraz odchylky při skokové změně ř́ızeńı o jedničku je

E(p) =
1

p

(3p + 1)3

(3p + 1)3 + 2.4
=

1

p

27p3 + 27p2 + 9p + 1

27p3 + 27p2 + 9p + 3.4

Ustálená odchylka bude podle věty limt→∞e(t) = limp→0pE(p) rovna e(∞) = 1/3.4 =
0.294. Muśıme proto vytvořit Laplace̊uv obraz modifikované odchylky

ē(t) = e(t) − 0.294

Ē(p) = E(p) − 0.294

p
=

1

p

27p3 + 27p2 + 9p + 1

27p3 + 27p2 + 9p + 3.4
− 0.294

p
=

19.06p2 + 19.06p + 6.35

27p3 + 27p2 + 9p + 3.4

Teprve na tento obraz budeme aplikovat Nekolného algoritmus.

27 27 9 3.4 α1 = 1

−27 −3.4
27 5.6 3.4 α2 = 4.82

−27
5.6 3.4 α3 = 1.65

19.06 19.06 6.35 β1 = 0.71

−19.06 −2.41
19.06 3.94 β2 = 3.4

−19.06
3.94 β3 = 1.16

JK =
1

2
(0.5 + 2.4 + 0.82) = 1.86
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7.1.3 ITAE kritérium

Nevýhodou kvadratického kritéria je kmitavý výsledek odezvy s relativně vysokým překmitem.
Tuto nevýhodu odstraňuje daľśı z integrálńıch kritéríı a to ITAE. Název ITAE vycháźı
z anglického Integral of Time multiplied by Absolute value of Error. Kritérium ITAE je
definováno vztahem

JITAE =

∫ ∞

0

|e(t) − e(∞)|t dt (7.11)

t

e(t)

e(0)

e(∞)

e(0)

e(∞)

JITAE

Obrázek 7.5: Hodnota ITAE kritéria

kde e(t) je časový pr̊uběh regulačńı odchylky, e(∞) je trvalá ustálená odchylka a t je čas.
V př́ıpadě nulové trvalé ustálené odchylky se kritérium zjednoduš́ı na tvar

JITAE =

∫ ∞

0

|e(t)|t dt (7.12)

ITAE patř́ı mezi váhová kritéria. Váha odchylky nar̊ustá lineárně s časem. Analytický
výpočet prakticky neńı možný kv̊uli př́ıtomnosti nelineárńı funkce absolutńı hodnoty. Pro
výpočet ITAE kritéria se použ́ıvá simulace viz. obrázek 7.6.

Z odchylky je nejprve provedena absolutńı hodnota. Poté je vynásobena časem, který
je v daném schématu realizován integrátorem s jednotkovým vstupem. Výsledek násobeńı
se vede na integrátor, na jehož výstupu je po odezněńı přechodného děje výsledek ITAE
kritéria. Integrace se v praxi nepoč́ıtá do t → ∞, ale skonč́ı se v čase, kdy se již hodnota
kritéria neměńı.

Ikdyž neńı možné ITAE kritérium vyjádřit analytickým výpočtem, tak se dá použ́ıt
hodnot źıskaných z opakovaných simulaćı pro laděńı konstant regulátoru pomoćı gradi-
entńıch metod nebo metod nelineárńı optimalizace. V př́ıpadě, že je možné experimentovat
se skutečným zař́ızeńım, je možné brát odchylku e(t) př́ımo ze vstupu regulátoru.

7.1.4 Použit́ı programu Matlab

Př́ıklad 7.5 K soustavě s přenosem

Fs(p) =
0.4

(3p + 1)3
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w(t) e(t)
FR(p) FS(p)

y(t)

abs(·)

∫1 ×
∫ JITAE

Obrázek 7.6: Blokové schéma vyhodnocuj́ıćı ITAE kritérium

je připojen regulátor typu I, s přenosem FR(p) = KI

p
. Pomoćı simulace v Simulinku určete

hodnotu ITAE kritéria pro tři r̊uzná ześıleńı KI = 0.1, KI = 0.2 a KI = 0.3

yw

0.4/27

(s+1/3)(s+1/3)(s+1/3)

Soustava

Nasobicka

1
s

Integrator ITAE

0.16

s

I Regulator

Cas

|u|

Abs

Obrázek 7.7: Simulinkovské schéma pro vyhodnoceńı ITAE kritéria

Simulačńı schéma je ukázáno na obrázku 7.7. Kromě soustavy a regulátoru, které
jsou uzavřeny zpětnou vazbou, je zde realizováno vyhodnoceńı ITAE kritéria, které je
blokově ukázáno na obrázku 7.6. Nastav́ıme délku simulace tak, aby na konci simulace
se již hodnota na výstupu integrátoru v́ıce neměnila. V našem př́ıpadě jsme nastavili čas
simulace 300s. Postupně měńıme ześıleńı KI a źıskáváme výsledky ITAE kritéria

JITAE(KI = 0.1) = 406.5

JITAE(KI = 0.2) = 283.3

JITAE(KI = 0.3) = 427.9
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Vid́ıme, že v rozsahu KI ∈ (0.1, 0.3) zřejmě bude ležet ześıleńı, pro které bude hodnota
ITAE kritéria minimálńı. Postupným zkoušeńım můžeme doj́ıt k hodnotě KI = 0.16, pro
kterou je hodnota kritéria

JITAE(KI = 0.16) = 266

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

0 50 100 150 200 250 t

y

Obrázek 7.8: Pr̊uběhy výstupu pro r̊uzné hodnoty ześıleńı KI

Na obrázku 7.8 jsou zobrazeny pr̊uběhy výstupńı veličiny. Plnou tučnou čarou je
vyznačen optimálńı pr̊uběh. Jak je vidět, dává ITAE kritérium podstatně lepš́ı výsledky
než kvadratické integrálńı kritérium, nebot’ překmit je v tomto př́ıpadě přijatelný, stejně
jako celková kmitavost výstupu. Tečkovaný pr̊uběh odpov́ıdá ześıleńı KI = 0.1, plnou
tenkou čarou je KI = 0.2 a čárkovaně je pr̊uběh odpov́ıdaj́ıćı KI = 0.3.

Př́ıklad 7.6 Použit́ım funkce fminsearch zkuste naj́ıt optimálńı hodnotu ześıleńı KI .

Funkce fminsearch vyžaduje jako prvńı parametr název funkce, jej́ıž vstupem je vek-
tor parametr̊u, pro který vraćı hodnotu kritéria. Jako druhý parametr se zadává počátečńı
odhad řešeńı.

Z tohoto d̊uvodu muśıme napsat funkci eval itae, která spoč́ıtá hodnotu ITAE kritéria
pro zadanou hodnotu ześıleńı KI . Použijeme simulinkovské schéma z obrázku 7.7, kde v
bloku s názvem ITAE nastav́ıme ukládáńı vykreslovaných dat do proměnné s názvem
dataITAE, která má formát pole. Samotná funkce může potom vypadat následovně

function valITAE = eval_itae(k_i)

open_system(’ITAE’);

reg_bl = find_system(gcs,’Name’,’I Regulator’);

set_param(reg_bl{1},’Numerator’,[’[’ num2str(k_i) ’]’]);

sim(’ITAE’);

valITAE = dataITAE(length(dataITAE),2);
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Potom stač́ı zavolat funkci fminsearch se zvoleným počátečńım odhadem minima, v
našem př́ıpadě třeba 0.1

>> fminsearch(’eval_itae’,0.1)

ans =

0.1601

V tomto jednoduchém př́ıkladě jsme hledali jeden neznámý parametr. Samozřejmě by-
chom mohli při použit́ı složitěǰśıho regulátoru podobným zp̊usobem hledat několik neznámých
parametr̊u.

Zkuste se zamyslet nad t́ım, jakým zp̊usobem by se muselo upravit použité simulinkovské
schéma, kdybychom se snažili nalézt ześıleńı proporcionálńıho regulátoru k zadané sous-
tavě, které by bylo optimálńı z hlediska ITAE kritéria (bude v takovém uspořádáńı nulová
ustálená odchylka?).

7.1.5 Kontrolńı otázky

Otázka 7.1 Jaká znáte kritéria kvality regulace, které se použ́ıvaj́ı v časové oblasti?

Otázka 7.2 Jmenujte výhody a nevýhody integrálńıho kvadratického kritéria.

Otázka 7.3 Jaké jsou výhody a nevýhody ITAE kritéria.

Otázka 7.4 K čemu se použ́ıvá Nekolného doplněk k Routh-Schurovu kritériu stability?
Popǐste použit́ı tohoto algoritmu.

Otázka 7.5 Nakreslete bloková schémata, která by se dala použ́ıt pro určeńı kvadratického
integrálńıho kritéria a usměrněné lineárńı plochy.

7.2 Metoda kořenového hodografu

Kořenový hodograf je zobrazeńı pr̊uběhu pól̊u charakteristické rovnice v v závislosti na
nějakém proměnlivém parametru komplexńı rovině. Všechny póly se v závislosti na tomto
parametru pohybuj́ı v komplexńı rovině po křivkách, které nazýváme větve kořenového
hodografu. Základńı úloha kořenového hodografu spoč́ıvá ve zjǐstěńı větv́ı kořenového
hodografu systému v závislosti na proměnlivém ześıleńı K = 0 · · ·∞. To odpov́ıdá stavu,
kdy je soustava ř́ızena proporcionálńım regulátorem se ześıleńım K a my chceme vědět,
jak se změńı poloha pól̊u charakteristické rovnice, pokud budeme měnit velikost tohoto
ześıleńı. Množinu pravidel, které umožńı přibližně nakreslit větve kořenového hodografu
vyvinul Walter Evans v 50 letech minulého stolet́ı a nazval ji metodou kořenového hodografu.
Tato metoda se také nazývá metoda geometrického mı́sta kořen̊u, protože jej́ı křivky určuj́ı
geometrická mı́sta kořen̊u charakteristické rovnice. Hlavńı d̊uvod pro vznik této metody
spoč́ıvá v tom, že kořeny přenosu otevřené smyčky F0(p) jsou většinou známé, kdežto
kořeny charakteristické rovnice, které určuj́ı chováńı zpětnovazebńıho obvodu, známy ne-
jsou a jejich řešeńı je ve většině př́ıpad̊u obt́ıžné.

Pro potřeby odvozeńı metody GMK uvažujme regulačńı schéma na obrázku 7.9.
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Obrázek 7.9: Regulačńı schéma použité pro odvozeńı metody GMK

Pro přenos žádané hodnoty plat́ı vztah

Fw(p) =
KF0(p)

1 + KF0(p)

Póly tohoto přenosu jsou určeny kořeny charakteristické rovnice, tedy kořeny jmenovatele

1 + KF0(p) = 0 (7.13)

jejichž poloha záviśı na proměnném ześıleńı K. Řešeńı rovnice (7.13) je obt́ıžné. Z tohoto
hlediska je výhodněǰśı jej́ı úprava na

F0(p) = − 1

K

Pokud je ześıleńı K kladné a reálné, pak je možné tuto rovnici rozepsat na dvě rovnice

|F0(p)| =
1

K
(7.14)

∠(F0(p)) = lichý násobek 180◦ = 180◦ + i360◦ kde i = 0, 1, · · · ,∞
Uvažujme, že existuje bod ve kterém plat́ı druhá z těchto podmı́nek. Potom nezávisle na
prvńı podmı́nce můžeme ř́ıci, že tento bod je bodem kořenového hodografu, protože bude
určitě existovat takové ześıleńı K, které zajist́ı splněńı i prvńı podmı́nky.

7.2.1 Grafické určeńı hodnoty přenosu

Při stanoveńı pravidel pro konstrukci kořenového hodografu budeme často potřebovat
graficky určit hodnotu přenosu v nějakém bodě. Uvažujme, že chceme určit hodnotu
přenosu otevřené smyčky

F0(p) =
bmpm + bm−1p

m−1 + · · · + b1p + b0

anpn + an−1pn−1 + · · · + a1p + a0

=
k(p − β1)(p − β2) · · · (p − βm)

(p − α1)(p − α2) · · · (p − αn)
(7.15)

v zadaném bodě p = p0. Pak

F0(p0) =
k(p0 − β1)(p0 − β2) · · · (p0 − βm)

(p0 − α1)(p0 − α2) · · · (p0 − αn)
(7.16)
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Obrázek 7.10: Výpočet přenosu v bodě p0.

Na každou závorku reprezentuj́ıćı kom-
plexńı č́ıslo se také můžeme d́ıvat jako na
vektor. Uvažujme např́ıklad vektor (p0 −
α1). Jeho velikost je |p0 − α1| a úhel,
který sv́ırá s kladnou část́ı reálné osy je
∠(p0 − α1). Celá situace je znázorněna na
obrázku 7.10. Komplexńı č́ıslo (p0 − α1) se
dá převést na goniometrický tvar

(p0 −α1) = |p0 −α1|∠(p0 −α1)(7.17)

Jak v́ıme z matematiky, je goniometrický
tvar komplexńıch č́ısel vhodný pro jejich
vzájemné násobeńı a děleńı. Pokud se
pod́ıváme na rovnici (7.16) tak vid́ıme, že

se zde vyskytuj́ı právě a pouze tyto operace. Převed’me rovnici (7.16) tak, aby se v něm
vyskytovali komplexńı č́ısla v goniometrickém tvaru.

F0(p0) =
k|p0 − β1|∠(p0 − β1)|p0 − β2|∠(p0 − β2) · · · |p0 − βm|∠(p0 − βm)

|p0 − α1|∠(p0 − α1)|p0 − α2|∠(p0 − α2) · · · |p0 − αn|∠(p0 − αn)
(7.18)

Řešeńı rovnice s komplexńımi č́ısly se dá rozdělit na dvě rovnice s reálnými č́ısly

|F0(p0)| =
|k||p0 − β1||p0 − β2| · · · |p0 − βm|
|p0 − α1||p0 − α2| · · · |p0 − αn|

(7.19)

∠(F0(p0)) = ∠(p0 − β1) + · · · + ∠(p0 − βm) − ∠(p0 − α1) − · · · − ∠(p0 − αn) (7.20)

V rovnici (7.20) uvažujeme k > 0, jinak by se k výslednému úhlu ∠(F0(p0)) muselo přič́ıst
180◦.

Předchoźı vzorce umožńı jednoduše graficky určit hodnotu přenosu ve zvoleném bodě
p0.

7.2.2 Soubor pravidel pro konstrukci kořenového hodografu

1. Symetrie. Kořenový hodograf je symetrický kolem reálné osy, protože komplexńı
nuly a póly se vyskytuj́ı v komplexně sdružených párech.

2. Počet větv́ı. Kořenový hodograf obsahuje n větv́ı.

3. Segmenty na reálné ose. Část reálné osy je větv́ı kořenového hodografu, pokud
napravo od ńı lež́ı na reálné ose lichý počet nul a pól̊u.

4. Počátky a konce větv́ı. Každá větev zač́ıná pro K = 0 v pólu F0(p) a konč́ı pro
K → ∞ v nule F0(p). Je-li v přenosu F0(p) v́ıce pól̊u něž nul, pak (n − m) větv́ı
odcháźı do nekonečna podél př́ımkových asymptot.
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5. Poloha asymptot. Výše zmı́něné př́ımkové asymptoty se prot́ınaj́ı na reálné ose

v bodě σ =
∑n

i=1 αi−
∑m

i=1 βi

n−m
a sv́ıraj́ı s kladnou reálnou poloosou úhel ϕ = 180◦+i360◦

n−m
,

kde i = 0, · · · , n − m − 1.

6. Pr̊useč́ık s imaginárńı osou. Hodnota K, pro kterou procháźı větve kořenového
hodografu imaginárńı osou se dá určit pomoćı algebraických kritéríı stability, t.j.
pomoćı Hurwitzova nebo Routh-Schurova kritéria.

7. Úhel v komplexńı nule nebo pólu Úhel tečny se kterým vycháźı větev kořenového
hodografu z komplexńıho pólu αk se vypoč́ıtá jako γk = 180◦+i360◦−∑n

i=1,i6=k ∠(αk−
αi) +

∑m
i=1 ∠(αk − βi) Podobně, úhel tečny se kterým vcháźı větev kořenového

hodografu do komplexńı nuly βk se vypoč́ıtá jako δk = 180◦ + i360◦ −
∑n

i=1 ∠(βk −
αi) +

∑m
i=1,i6=k ∠(βk − βi).

8. Pr̊useč́ık s reálnou osou Pr̊useč́ık větve kořenového hodografu s reálnou osou se
většinou analyticky vyřešit nedá, řeš́ı se proto iterativně (viz. Kapitola 7.2.7).

Pravidla jsou seřazena podle d̊uležitosti. Obecně můžeme ř́ıci, že prvńıch pět pravidel je
pro přibližnou konstrukci kořenového hodografu nejd̊uležitěǰśıch. Daľśı tři pouze zpřesňuj́ı
tuto přibližnou konstrukci. V následuj́ıćıch podkapitolách si dokážeme platnost výše pop-
saných pravidel.

7.2.3 Segmenty na reálné ose

Body na reálné ose jsou větv́ı kořenového hodografu, jestliže napravo od nich
lež́ı lichý počet nul a pól̊u přenosu otevřené smyčky F0(p).

Tato podmı́nka nám velmi jednoduše umožńı určit, které body reálné osy jsou větv́ı
kořenového hodografu a které nikoliv. Z obrázku 7.11 plyne, proč tato podmı́nka plat́ı.

Vycháźıme z toho, že pokud má přenos otevřené smyčky F0(p) komplexńı nuly nebo
póly, tak se vyskytuj́ı vždy ve dvojici a to jako komplexně sdružené. Z obrázku 7.11 c) je
vidět, že pokud jeden pól (nula) z této dvojice přisṕıvá úhlem ϕ = φ, tak druhý z dvojice
přisṕıvá úhlem ϕ = −φ. Výsledný př́ıspěvek této dvojice je tedy 0◦.

Pokud chceme vypoč́ıtat hodnotu přenosu uzavřené smyčky v nějakém bodě na reálné
ose a zaj́ımá nás př́ıspěvek úhlu od nějakého pólu přenosu otevřené smyčky F0(p), který
rovněž lež́ı na reálné ose, pak zálež́ı na tom, jestli je tento bod nalevo nebo napravo
od pólu. Je-li nalevo, pak je př́ıspěvek daný úhlem 180◦ (7.11 a)). Je-li napravo, pak je
př́ıspěvek změny úhlu 0◦ (7.11 b)). To stejné plat́ı v př́ıpadě, kdy sledujeme př́ıspěvek od
nuly přenosu otevřené smyčky F0(p). Aby byl testovaný bod bodem kořenového hodografu,
pak zde muśı celkový úhel vyhovovat podmı́nce 180◦ ± i360◦. Tato podmı́nka je splněna
v př́ıpadě, že je nalevo od testovaného bodu lichý počet nul nebo pól̊u. Je jedno, jestli do
tohoto počtu zahrnujeme komplexně sdružené nuly či póly, nebot’ jejich společný př́ıspěvek
je 0◦, jak bylo ukázáno výše.

7.2.4 Počátky a konce větv́ı

Větve kořenového hodografu jsou spojité křivky, které zač́ınaj́ı v n pólech
přenosu otevřené smyčky F0(p) pro K = 0. m větv́ı kořenového hodografu se
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Obrázek 7.11: Př́ıspěvek k úhlu v testovaćım bodě na reálné ose

pro K → ∞ bĺıž́ı m nulám přenosu F0(p). Protože většinou plat́ı, že n > m, pak
se zbývaj́ıćı větve vzdaluj́ı od počátku do nekonečna.

Př́ıklad 7.7 Mějme přenos otevřené smyčky

F0(p) =
p + 3

(p + 1)(p + 4)

Nakreslete pr̊uběh větv́ı kořenového hodografu.

Řešeńı tohoto př́ıkladu je ukázáno na obrázku 7.12.

++ bc

p1p2 n1

Im

Re

F0(p) =
p + 3

(p + 1)(p + 4)

Obrázek 7.12: Př́ıklad demonstruj́ıćı počátek a konec větv́ı kořenového hodografu

7.2.5 Směr asymptot

Uvažujme, že přenos otevřené smyčky F0(p) má n pól̊u a m nul.
Pro hodnotu ześıleńı k jdoućı do nekonečna, m pól̊u konverguje k nulám.

Zbytek pól̊u, t.j. n − m konverguje do nekonečna. Jejich konvergence neńı
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náhodná. Póly se pohybuj́ı tak, že se bĺıž́ı k př́ımkovým asymptotám, jejichž
úhel je určen následuj́ıćı rovnićı

ϕ =
180◦ + i360◦

n − m
pro i = 0, · · · , n − m − 1 (7.21)

+
+ +bc

p0

Re

Im

p1 ϕ

p2 p3n1

Obrázek 7.13: Výpočet přenosu v bodě vzdáleném od všech nul a pól̊u

Proč tomu tak opravdu je, ukazuje obrázek 7.13. Pokud je bod p0 dostatečně vzdálen od
všech pól̊u a nul přenosu otevřené smyčky, pak úhel vektor̊u, které jsou dány jednotlivými
póly a bodem p0 je pro všechny póly přibližně stejný, roven úhlu ϕ. Stejně to plat́ı i s
nulami. Úhel přenosu uzavřené smyčky je podle (7.20) dán součtem př́ıspěvk̊u úhl̊u nul
od kterého se odeč́ıtá př́ıspěvek úhl̊u pól̊u. V našem př́ıpadě přibližně plat́ı

mϕ − nϕ = (m − n)ϕ = −(n − m)ϕ

Pokud je asymptota mı́stem kořenového hodografu, pak zde plat́ı podmı́nka (7.14)

−(n − m)ϕ = 180◦ ± i360◦

i násobek úhlu 360◦ je zde proto, abychom postihli všechny řešeńı, nebot’ asymptot, které
jdou do nekonečna, je n − m. Vyjádřeńım ϕ z minulé rovnice źıskáme rovnici (7.21).
Uved’me si pro osvojeńı několik př́ıklad̊u. V př́ıpadě, že je rozd́ıl n − m = 1, pak je
asymptota záporná reálná poloosa. Pro př́ıpad n − m = 2 jsou asymptoty dvě, obě jsou
rovnoběžné s imaginárńı osou.

Obecně lze ř́ıci, že asymptoty jsou rozmı́stěny symetricky kolem reálné osy. Vytvář́ı
pravidelnou hvězdici s n − m ćıpy, protože úhly mezi asymptotami jsou stejné, která je
symetrická kolem reálné osy, protože i celý kořenový hodograf je takto symetrický.

7.2.6 Střed asymptot

Střed asymptot lež́ı na reálné ose v bodě

σ =

∑n
i=1 αi −

∑m
i=1 βi

n − m
(7.22)
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Střed asymptot má smysl poč́ıtat pouze v př́ıpadě, že n−m > 1. Pokud n = m, konč́ı
všechny póly v nulách přenosu F0(p). Pro n−m = 1 nám jeden pól odcháźı po reálné ose
do −∞, takže zde také žádný střed neńı. Skutečnost, že střed asymptot lež́ı na reálné ose
nás nijak nepřekvapuje, protože kořenový hodograf je symetrický kolem reálné osy.

Při odvozeńı polohy středu asymptot vyjdeme z rovnic (7.13) a (7.16). Jejich sloučeńım
dostaneme

1 + K
k(p − β1)(p − β2) · · · (p − βm)

(p − α1)(p − α2) · · · (p − αn)
= 0 (7.23)

Roznásobeńım čitatele a jmenovatele dostaneme

1 + K
k(pm −∑m

i=1 βip
m−1 + · · · )

pn −∑n
i=1 αipn−1 + · · · = 0 (7.24)

Nyńı poděĺıme jmenovatele čitatelem (děĺımeme polynom polynomem)

pn −
n
∑

i=1

αip
n−1 + · · · : pm −

m
∑

i=1

βip
m−1 + · · · =

= pn−m + (−
n
∑

i=1

αi +
m
∑

i=1

βi)p
n−m−1 + · · · (7.25)

Dosazeńım (7.25) do rovnice (7.24) dostaneme

1 +
Kk

pn−m + (−∑n
i=1 αi +

∑m
i=1 βi)pn−m−1 + · · · = 0 (7.26)

Pokud budeme uvažovat velké p, pak se dá jmenovatel přibližně nahradit prvńımi
dvěma členy.

Chceme určit σ jako pr̊useč́ık asymptot s reálnou osou. Uvažujme, že všechny vektory
jdoućı do bodu p0 vycházej́ı ze stejného bodu (všechny nuly a póly lež́ı v bodě σ). Pro
velké p0 to přibližně plat́ı (podle obrázku 7.13) a proto můžeme psát

1 + Kk
(p − σ)m

(p − σ)n
= 1 +

Kk

(p − σ)n−m
= 0 (7.27)

Roznásobeńım jmenovatele dostaneme

1 +
Kk

pn−m − (n − m)σpn−m−1 + · · · = 0 (7.28)

Nyńı můžeme srovnáńım rovnic (7.26) a (7.28) a s uvažováńım pouze prvńıch dvou
člen̊u źıskat rovnici

(n − m)σ =
n
∑

i=1

αi −
m
∑

i=1

βi (7.29)

Vyjádřeńım σ źıskáme rovnici (7.22) pro polohu pr̊useč́ıku asymptot.
Na vypoč́ıtaný střed asymptot σ se můžeme d́ıvat jako na těžǐstě.
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7.2.7 Pr̊useč́ık s reálnou osou

Existuj́ı dva typy pr̊useč́ık̊u větv́ı kořenového hodografu s reálnou osou. U prvńıho typu
z reálné osy větve vycházej́ı (rozvětveńı), u druhého do ńı naopak vcházej́ı. Prvńı typ
nastává v bodě mezi dvěma póly na reálné ose, mezi kterými neńı nula a od kterého
napravo lež́ı lichý počet nul a pól̊u. Druhý typ nastává v bodě mezi dvěma nulami na
reálné ose nebo mezi nulou na reálné ose a nekonečnem. Opět muśı platit že mezi nimi
neńı žádný pól a že napravo od něj lež́ı lichý počet nul a pól̊u.

Pro výpočet vzdálenosti pr̊useč́ıku od počátku x předpokládejme, že jsme v bodě
nad pr̊useč́ıkem, v malé vzdálenosti od reálné osy ∆. Pak podle rovnice 7.21 pro úhly
dostaneme

−
n
∑

i=1

∠(p − αi) +
m
∑

i=1

∠(p − βi) = 180◦ + i360◦ kde p = x + j∆ (7.30)

Úhly můžeme nahradit funkćı arctg poměru imaginárńı a reálné složky jednotlivých vek-
tor̊u. Protože ∆ je malé, plat́ı přibližně arctg(α)

.
= α. Po vyděleńı ∆ dostaneme

n
∑

i=1

1

x − αi

−
m
∑

i=1

1

x − βi

= 0 (7.31)

Tuto rovnici lze obvykle řešit pouze iterativně, t.j. zkusmým dosazeńım předpokládané
hodnoty a pak postupnými opravami předpokladu. Např́ıklad se dá použ́ıt metoda p̊uleńı
interval̊u.

Př́ıklad 7.8 Metodou kořenového hodografu dokažte, že systém s přenosem otevřeného
obvodu

F0(p) =
K(p + 4)

p(p + 10)(p + 1)

je stabilńı pro jakékoliv kladné ześıleńı K.

Stupeň polynomu jmenovatele, tedy řád systému je n = 3. Kořenový hodograf bude
obsahovat tři větve. Stupeň polynomu čitatele je m = 1. Relativńı řád přenosu otevřené
smyčky je tedy roven n−m = 2. Dvě větve kořenového hodografu p̊ujdou ze dvou pól̊u do
nekonečna. Všechny nuly a póly lež́ı na reálné ose n1 = −4, p1 = 0, p2 = −1 a p3 = −10.
Jednotlivé kořeny nám rozděĺı reálnou osu na úseky, z nichž ty které maj́ı napravo lichý
počet kořen̊u jsou větv́ı kořenového hodografu. V našem př́ıpadě se jedná o úseky (−1, 0)
a (−10,−4). Použit́ım vzorce (7.22) můžeme vypoč́ıtat střed asymptot

σ =

∑n
i=1 αi −

∑m
i=1 βi

n − m
=

0 − 1 − 10 + 4

2
= −3.5

Dále můžeme pomoćı rovnice 7.21 spoč́ıtat úhel asymptot

ϕ =
180◦ + i360◦

n − m
=

180◦ + i360◦

2
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Pro i = 0 dostaneme ϕ1 = 90◦ a pro i = −1 dostaneme ϕ2 = −90◦. Pro daľśı hodnoty
parametru i bychom dostávali stejné úhly. Asymptotami jsou tedy polopř́ımky rovnoběžné
s imaginárńı osou, zač́ınaj́ıćı v bodě [−3.5; 0]. Dva póly, které se potkaj́ı na intervalu
(−1; 0) se s rostoućım ześıleńım K odpoj́ı od reálné osy a začnou se bĺıžit dř́ıve popsaným
asymptotám. Protože žádná větev kořenového hodografu neprocháźı pravou polorovinou
komplexńı roviny p, je zadaný přenos otevřené smyčky stabilńı pro všechna kladná ześıleńı.
T́ım jsme splnili požadavek zadáńı. Větve kořenového hodografu můžeme vidět na obrázku
7.15.

Př́ıklad 7.9 Nakreslete pr̊uběh větv́ı kořenového hodografu systému s přenosem otevřené
smyčky

F0(p) =
K(p + 1)

(p + 2)(p + 3)

Povšimněte si tvaru přenosu uzavřené smyčky.

++ bc

−1−3 −2

Im

Re

F0(p) = K
p + 1

(p + 2)(p + 3)

Obrázek 7.14: Obrázek k př́ıkladu 7.9

Neńı těžké ukázat, že obě větve kořenového hodografu lež́ı na reálné ose. Prvńı lež́ı na
intervalu (−2;−1), kde nám jeden pól odcháźı do nuly a druhá lež́ı na intervalu (−∞;−3),
kde nám druhý pól odcháźı do −∞. Na základě těchto úvah a na základě znalost́ı vztahu
mezi dominantńımi póly a rychlost́ı odezvy systému bychom mohli ř́ıci, že změnou ześıleńı
nemůžeme zrychlit chováńı zpětnovazebńıho obvodu, protože zde bude dominantńı pól
bĺıž́ıćı se do bodu −1. Pokud si ale naṕı̌seme přenos ř́ızeńı

Fw(p) =
K(p + 1)

(p + 2)(p + 3) + K(p + 1)

tak zjist́ıme, že se v tomto přenosu vyskytuje také nula p̊uvodńıho přenosu, která se
s t́ımto dominantńım pólem pro vysoké ześıleńı K zkrát́ı a výsledný přenos ř́ızeńı se dá
přibližně nahradit přenosem prvńıho řádu

Fw(p)
.
=

K

p + K

V Matlabu si tuto skutečnost můžete ověřit pomoćı př́ıkaz̊u
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>> Fp = zpk([-1],[-2 -3],1);

>> feedback(Fp*1000,1,-1)

Zero/pole/gain:

1000 (s+1)

------------------

(s+1.002) (s+1004)

7.2.8 Použit́ı programu Matlab

V programu Matlab existuje př́ıkaz rltool, který otevře sisotool se zobrazeńım pr̊uběhu
kořenového hodografu. Pomoćı tohoto nástroje lze interaktivně přidávat nuly a póly do
regulátoru a nastavovat ześıleńı regulátoru tak, aby dominantńı póly uzavřeného ob-
vodu ležely co nejv́ıce vlevo od imaginárńı osy a aby ležely ve výseči, která vyhovuje
požadovanému tlumeńı.

Př́ıklad 7.10 Pomoćı př́ıkazu rltool vyřešte předchoźı př́ıklad

Nejprve nadefinujeme přenos otevřené smyčky v Matlabu

>> F0 = zpk([-4],[-1 -10 0],1)

Zero/pole/gain:

(s+4)

--------------

s (s+1) (s+10)

Potom zavoláme př́ıkaz

>> rltool(F0)

ten zp̊usob́ı otevřeńı okna, které je vidět na obrázku 7.15. Zde je př́ımo vidět, že žádná
větev kořenového hodografu nezasahuje do pravé poloroviny komplexńı roviny p a tud́ıž
je daný přenos otevřené smyčky stabilńı pro libovolné ześıleńı K.

7.2.9 Kontrolńı otázky

Otázka 7.6 Vysvětlete princip metody kořenového hodografu. K čemu se použ́ıvá?

Otázka 7.7 Jaká je podmı́nka toho, že bod na reálné ose je součást́ı větve kořenového
hodografu?

Otázka 7.8 Na čem záviśı počet větv́ı kořenového hodografu.

Otázka 7.9 Kde zač́ınaj́ı a kde konč́ı větve kořenového hodografu?

Otázka 7.10 Podle které osy je kořenový hodograf symetrický a proč?

Otázka 7.11 Napǐste vzorec pro výpočet středu asymptot.

Otázka 7.12 Napǐste vzorec pro výpočet směru asymptot.
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Obrázek 7.15: Okno po spuštěńı rltool-u

7.2.10 Neřešené př́ıklady

Úkol 7.1 Sestrojte kořenový hodograf, pokud je přenos otevřené smyčky roven

F0(p) =
k0(p + 1)

p(p + 2)(p2 + 10p + 26)

Úkol 7.2 Načrtněte kořenový hodograf diskrétńıho systému, jehož přenos otevřeného ob-
vodu je

F0(p) =
k0(z + 2)

(z − 1)(z + 0.5)

Proved’te rozbor dynamických vlastnost́ı. Rozhodněte, zda je možné změnou ześıleńı k0

dosáhnout umı́stěńı všech pól̊u do počátku, což odpov́ıdá konečnému počtu krok̊u impulsové
charakteristiky uzavřeného obvodu.

7.3 Analýza pomoćı frekvenčńıch charakteristik

Požadavky na tvar frekvenčńıch charakteristik uzavřeného obvodu pro ř́ızeńı a poruchu
lze shrnout do následuj́ıćıch bod̊u

• Frekvenčńı charakteristika přenosu ř́ızeńı Fw(jω) by měla mı́t amplitudu
rovnou jedné až do co nejvyšš́ıch frekvenćı a nav́ıc by měla být bez re-
zonančńıch překmit̊u. Požadavek na to j́ıt do co nejvyšš́ıch frekvenćı je analog-
ické požadavku na co nejvyšš́ı rychlost odezvy uzavřeného obvodu na změnu ř́ıdićı
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veličiny. Rezonančńı překmit souviśı s kmitavost́ı uzavřeného obvodu (vzpomeňte si
na frekvenčńı charakteristiky systému druhého řádu pro r̊uzné hodnoty tlumeńı).

• Amplituda frekvenčńı charakteristiky přenosu poruchy Fu(jω) by měla
být co nejmenš́ı v celém rozsahu frekvenćı.To odpov́ıdá požadavku na potlačeńı
poruchy na všech frekvenćıch.

Analýza dynamických vlastnost́ı obvodu se většinou neprovád́ı z frekvenčńı charak-
teristiky uzavřeného obvodu, nebot’ často neńı k dispozici. Proto pracujeme s frekvenčńı
charakteristikou otevřeného obvodu F0(jω), jako při rozboru stability.

Plat́ı zde stejné výhody a nevýhody, jako při zjǐst’ováńı stability pomoćı Nyquistova
kritéria. Výhodou je to, že nemuśıme znát analytický popis regulované soustavy, protože
nám postač́ı experimentálně zjǐstěná data. Nevýhodou je grafický zp̊usob řešeńı, který je
pracný a obt́ıžně algoritmizovatelný. Daľśı nevýhodou je fakt, že požadavky na dynam-
ické chováńı regulačńıho obvodu jsou většinou zadány v časové oblasti, takže je nutné je
nejprve převést na požadavky na tvar frekvenčńıch charakteristik.

Při řešeńı stability uzavřené smyčky pomoćı Nyquistova kritéria pro nás byl d̊uležitý
bod -1, který pro nás představoval mez stability. V této části se dostáváme poněkud dále.
Nebude nás zaj́ımat pouze rozlǐseńı, zda je uzavřená smyčka stabilńı či nikoliv, ale nav́ıc se
budeme zabývat t́ım, jak daleko jsme od nestability. Jinými slovy jak daleko je frekvenčńı
charakteristika otevřeného obvodu od bodu -1. Pro posouzeńı se použ́ıvaj́ı pojmy zásoba
stability v amplitudě, zásoba stability ve fázi a zásoba stability v modulu. Význam těchto
pojmů si vysvětĺıme v následuj́ıćıch podkapitolách.

7.3.1 Zásoba stability v amplitudě

Zásoba stability v amplitudě je taková hodnota ześıleńı, se kterou když vynásob́ıme
stávaj́ıćı ześıleńı otevřené smyčky, tak přivede uzavřenou smyčku na mez stability. Bývá
označována také jako amplitudová bezpečnost . Udává se ve formě násob́ıćıho faktoru
nebo v decibelech. Na obrázku 7.16 je ukázáno, že amplitudová bezpečnost je převrácenou
hodnotou vzdálenosti pr̊useč́ıku frekvenčńı charakteristiky otevřené smyčky se zápornou
část́ı reálné osy od počátku.

7.3.2 Zásoba stability ve fázi

Zásoba stability ve fázi je záporně vzatá změna fáze otevřeného obvodu, která přivede
uzavřený obvod na mez stability. Bývá označována také jako fázová bezpečnost . Na
obrázku 7.16 je vyznačena fázová bezpečnost, jako úhel mezi zápornou reálnou osou a
př́ımkou procházej́ıćı počátkem a pr̊useč́ıkem frekvenčńı charakteristiky otevřené smyčky
s kružnićı se středem v počátku a amplitudou 1. Frekvence, při které dojde k tomuto
pr̊useč́ıku se nazývá kmitočet řezu ωř.

7.3.3 Zásoba stability v modulu

Zásoba stability v modulu je definována jako nejkratš́ı vzdálenost frekvenčńı charakteris-
tiky otevřené smyčky od bodu -1 v komplexńı rovině. Geometricky to odpov́ıdá poloměru
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kružnice se středem v bodě -1, která se dotýká frekvenčńı charakteristiky otevřené smyčky,
ale neprot́ıná ji. Zásoba stability v modulu je znázorněna na obrázku 7.16. Je silněǰśım
kritériem, než amplitudová a fázová bezpečnost. Pokud je totiž dána zásoba stability
v modulu, pak nám zároveň určuje jistou hodnotu amplitudové a fázové bezpečnosti.
Opak samozřejmě neplat́ı. Např́ıklad zvolené MM = 0.5 automaticky znamená MG = 2
a MP = 29◦. Pod́ıváme-li se do Tabulky 7.1, vid́ıme, že jsou to mezńı hodnoty zásob
stability, které se v praxi použ́ıvaj́ı.

Pro bližš́ı vysvětleńı se pod́ıvejme na obrázek 7.17. Zde jsou ukázány tři pr̊uběhy
frekvenčńı charakteristiky otevřené smyčky a zvolené hranice zásob stability, které vy-
hovuj́ı podmı́nkám pro jejich typické nastavováńı (tabulka 7.1). Ikdyž F02 splňuje požadavek
na zásobu stability ve fázi, je zásoba stability v amplitudě velmi malá a proto nevyhovuj́ıćı.
Naproti tomu F03 splňuje požadavek na zásobu stability v amplitudě, ale zásoba stability
ve fázi je nevyhovuj́ıćı. Všimněte si, že oba tyto pr̊uběhy nevyhovuj́ı zásobě stability v
modulu. Všem požadavk̊um na zásoby stability vyhovuje pouze pr̊uběh F01 .

7.3.4 Zásoba stability ve zpožděńı

Tento parametr je v těsné souvislosti s fázovou bezpečnost́ı. Jak v́ıme z předchoźıho kurzu,
dopravńı zpožděńı Td nezp̊usobuje změnu amplitudy, ale pouze změnu fáze φ, která je
př́ımo úměrná frekvenci ω.

φ = Tdω

Můžeme proto převést fázovou bezpečnost MP na zásobu stability ve zpožděńı MD pomoćı
vzorce

MD =
MP

ωř

MM

ωř

1
MG

MP

Re

Im

1−1

F0(jω)

Obrázek 7.16: Vysvětleńı pojmů

Typické hodnoty výše popsaných parametr̊u jsou shrnuty v tabulce 7.1.
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Re

Im

1−1

F01(jω)F02(jω)

F03(jω)

∼ MG = 2.5∼ MM = 0.5

∼ MP = 45◦

Obrázek 7.17: Zaj́ımavé př́ıklady

Typ parametru Typické nastaveńı Minimálńı hodnota
Zásoba stability v amplitudě MG ≥ 2(6dB) MG = 1.6(4dB)
Zásoba stability ve fázi 30◦ ≤ MP ≤ 60◦

Zásoba stability v modulu MM ≥ 0.5(−6dB) MG = 0.4(−8dB)

Tabulka 7.1: Doporučené hodnoty parametr̊u pro zásobu stability

7.3.5 Zjǐst’ováńı amplitudové a fázové bezpečnosti v Matlabu

V programu Matlab existuj́ı dva př́ıkazy, které se daj́ı použ́ıt pro zjǐstěńı amplitudové a
fázové bezpečnosti. Jedná se o př́ıkazy margin a allmargin.

Vstupńım parametrem je přenos otevřené smyčky. U př́ıkazu margin mohou být
zadány vstupńı parametry tři, které pak vyjadřuj́ı vektor modul̊u, vektor fáźı a vek-
tor frekvenćı. Mezi jednotlivými hodnotami se provád́ı interpolace. Pokud neńı u př́ıkazu
margin použit výstupńı parametr, př́ıkaz vykresĺı frekvenčńı charakteristiku přenosu otevřené
smyčky v logaritmických souřadnićıch s vyznačeńım amplitudové a fázové bezpečnosti.
Jinak oba př́ıkazy vraćı hodnoty amplitudové a fázové bezpečnosti s odpov́ıdaj́ıćımi
frekvencemi.

Př́ıklad 7.11 Pomoćı programu Matlab zjistěte amplitudovou a fázovou bezpečnost přenosu

F (p) =
5

(p + 1)3

Nejprve muśıme zadat požadovaný přenos. Protože je přenos zadán ve tvaru, ze kterého
vid́ıme rozložeńı nul a pól̊u, použijeme př́ıkaz

>> F = zpk([],[-1 -1 -1],5)

Zero/pole/gain:

5
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-------

(s+1)^3

Nyńı můžeme jednoduše použ́ıt př́ıkaz

>> margin(F)

Ten zp̊usob́ı vykresleńı grafu, který je na obrázku 7.18. Amplitudová bezpečnost je MGdB
=
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Bode Diagram
Gm = 4.08 dB (at 1.73 rad/sec) ,  Pm = 17.4 deg (at 1.39 rad/sec)

Frequency  (rad/sec)

Obrázek 7.18: Výsledek př́ıkazu margin

4.08dB a fázová bezpečnost je MP = 17.4◦. Amplitudovou bezpečnost většinou požadujeme
źıskat ve formě násob́ıćıho faktoru. Převod je snadný a známý z předchoźıho kurzu. Pro
zopakováńı

MGdB
= 20log(MG) ⇒ MG = 10MGdB

/20 = 104.08/20 = 1.6

Pokud zadáme výstupńı parametry, pak se pr̊uběh nevykresĺı

>> [Mg,Mp,Wcg,Wcp]=margin(F)

Mg =

1.6002

Mp =

17.3704

Wcg =

1.7322

Wcp =

1.3870

Obdrželi jsme po řadě amplitudovou a fázovou bezpečnost a jim odpov́ıdaj́ıćı frekvence.
Př́ıkaz allmargin vraćı strukturu, která obsahuje zásoby stability a jim odpov́ıdaj́ıćı

frekvence.
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>> allmargin(F)

ans =

GMFrequency: 1.7322

GainMargin: 1.6002

PMFrequency: 1.3870

PhaseMargin: 17.3704

DMFrequency: 1.3870

DelayMargin: 0.2186

Stable: 1

Pomoćı tohoto př́ıkazu jsme źıskali nav́ıc zásobu stability ve zpožděńı. Pro bližš́ı vysvětleńı
použitých př́ıkaz̊u můžete nahlédnout do jejich help-̊u.

Př́ıklad 7.12 Určete zásobu stabilitu v modulu, pokud znáte přenos otevřené smyčky

F0(p) =
1

p4 + 2p3 + 2.5p2 + 2p

Přenos zadáme pomoćı př́ıkazu

>> F0=tf(1,[1 2 2.5 2 0]);

Mohli bychom si nakreslit pr̊uběh frekvenčńı charakteristiky v komplexńı rovině pomoćı
př́ıkazu

>> nyquist(F0);

a zde se pokusit naj́ıt poloměr kružnice, která by se dotýkala frekvenčńı charakteris-
tiky. Existuje ovšem jednodušš́ı řešeńı. Mı́sto toho abychom řešili minimálńı vzdálenost
frekvenčńı charakteristiky F0(jω) od bodu −1, můžeme řešit minimálńı vzdálenost frekvenčńı
charakteristiky 1 + F0(jω) od bodu 0, což je vlastně minimum modulu (amplitudové
frekvenčńı charakteristiky) min(|1 + F0(jω)|). Řešeńı obdrž́ıme po zavoláńı př́ıkazu

>> MM = min(bode((1+F0)))

MM =

0.3273

V př́ıpadě odeč́ıtáńı minima z pr̊uběhu źıskaném př́ıkazem bode nesmı́me zapomenout
přepoč́ıtat decibely −9.715dB na absolutńı hodnotu.

7.3.6 Zjǐstěńı frekvenčńı charakteristiky uzavřené smyčky z pr̊uběhu F0(jω)

Pro zhodnoceńı dynamických vlastnost́ı uzavřeného obvodu potřebujeme znát frekvenčńı
charakteristiku Fw(jω). K dispozici je však většinou jen frekvenčńı charakteristika otevřené
smyčky F0(jω). V této podkapitole si vysvětĺıme grafickou metodu, která se dá použ́ıt
pro źıskáńı frekvenčńı charakteristiky Fw(jω) ze známé F0(jω). Jedná se již o zastaralý
zp̊usob, který je překonaný použit́ım výpočetńı techniky. Pro nás je však zaj́ımavý z
hlediska chápáńı souvislost́ı.

Rozebereme frekvenčńı charakteristiku Fw(jω) pro mezńı hodnoty F0(jω) .

Fw(jω) =
F0(jω)

1 + F0(jω)
(7.32)
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|F0(jω)| >> 1
Pro |F0(jω)| >> 1 plat́ı přibližně Fw(jω)

.
= 1. Tato situace nastává většinou pro

oblast ńızkých frekvenćı, menš́ıch než převrácené hodnoty časových konstant regulované
soustavy.

|F0(jω)| << 1
Pro |F0(jω)| << 1 plat́ı přibližně Fw(jω)

.
= F0(jω). To znamená, že se frekvenčńı přenos

uzavřené smyčky ztotožńı s přenosem otevřené smyčky. Protože polynom ve jmenovateli
soustavy je prakticky vždy vyšš́ıho řádu než polynom v čitateli, nastane přibližná rovnost
obou přenos̊u vždy pro vysoké frekvence, tj. vyšš́ı než převrácené hodnoty časových kon-
stant soustavy.

|F0(jω)| .
= 1

Zbývá nám určit chováńı Fw(jω) v oblasti středńıch kmitočt̊u, jmenovitě v okoĺı ωř.
Tato oblast určuje dynamické chováńı uzavřeného obvodu a je tedy pro nás nejzaj́ımavěǰśı
a proto se na ni zaměř́ıme podrobněji. Zavedeme pojmy M-kružnice a N-kružnice. M-
kružnice je tvořena geometrickými mı́sty x v komplexńı rovině, kde jsou amplitudy kom-
plexńıho č́ısla x

1+x
konstantńı a rovny č́ıslu M. Uvažujme F0(jω) = u + jv. Potom

|Fw(jω)| =
|F0(jω)|

|1 + F0(jω)| =

√
u2 + v2

√

(1 + u)2 + v2

neboli
u2 + v2 = [(1 + u)2 + v2]M2

Tento výraz můžeme upravit do tvaru

(

u − M2

1 − M2

)2

+ v2 =

(

M

1 − M2

)2

(7.33)

Tato rovnice popisuje kružnici se středem v bodě ( M2

1−M2 , 0) a o poloměru | M
1+M2 |. Proto

název M-kružnice. Pro př́ıpad M = 1 se kružnice změńı v př́ımku kolmou k reálné ose a
procházej́ıćı bodem (-0.5,0).

N-kružnice je množina bod̊u x v komplexńı rovině, ve kterých je fáze x
1+x

konstantńı
a rovna N .

N = arg Fw(jω) = arg
F0(jω)

1 + F0(jω)
= arg F0(jω) − arg(1 + F0(jω)) =

= arctan
v

u
− arctan

v

1 + u
= φ1 − φ2 (7.34)

N-kružnice má poloměr 1
2

√

1 + 1
tan2 N

a střed v bodě (−1
2
, 1

2 tan N
). Všechny N-kružnice

procházej́ı body (0, 0) a (−1, 0). Tyto body vytvářej́ı tětivu k N-kružnićım. Vrcholové
úhly nad tětivou kružnice jsou konstantńı. Proto se opět jedná o kružnice. Některé M a
N-kružnice jsou zobrazeny na obrázku 7.19.
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Obrázek 7.19: M-kružnice a N-kružnice

Amplituda frekvenčńı charakteristiky uzavřené smyčky Fw(jω) se zjist́ı jako pr̊useč́ık
frekvenčńı charakteristiky otevřené smyčky F0(jω) s M-kružnićı. Podobně fáze Fw(jω)
vycháźı z pr̊useč́ıku F0(jω) s N-kružnićı. Př́ımo můžeme určit daľśı parametry

• výška rezonančńıho převýšeńı je určena kružnićı s maximálńı hodnotou M, kterou
F0(jω) procháźı

• rezonančńı frekvence ωr je frekvence ve které docháźı k tomuto maximu

• š́ı̌rka pásma je frekvence ve které F0(jω) procháźı M-kružnici s poloměrem M=0.707.

Mezi fázovou bezpečnost́ı MP a překmitem přechodové charakteristiky uzavřeného ob-
vodu při změně ř́ızeńı je těsný vztah. Nelze jej vyjádřit přesně analyticky, plat́ı tedy pouze
přibližně. Byl źıskám experimentálně. Graficky je znázorněn na obrázku 7.20. Protože u
fázově minimálńıch systému plat́ı jednoznačný vztah mezi amplitudovou a fázovou charak-
teristikou, neńı překvapuj́ıćı, že má tento graf obdobu i pro amplitudovou bezpečnost. Z
d̊uvodu návaznosti na syntézu regulátoru se udává v logaritmických souřadnićıch. Protože
amplitudová a fázová bezpečnost nejsou uváděny pro jednu frekvenci, nebude vztah mezi
obrázky jednoznačný. Bude platný pouze za předpokladu, že sklon frekvenčńı charakter-
istiky bude v dostatečně velkém okoĺı frekvence ωř roven −20dB/dek, kterému odpov́ıdá
fázový posun −90◦. Nyńı trošku přeskoč́ıme do oblasti syntézy regulačńıho obvodu, která
bude náplńı některé z daľśıch kapitol. Při návrhu regulátoru metodou standardńıch tvar̊u
frekvenčńı charakteristiky se snaž́ıme o vytvořeńı úseku na frekvenčńı charakteristice se
sklonem -20dB/dek tak, aby ωř leželo uprostřed tohoto úseku a zároveň aby byl ωř co
největš́ı.

7.3.7 Kontrolńı otázky

Otázka 7.13 Vysvětlete pojmy: amplitudová bezpečnost, fázová bezpečnost, zásoba stabil-
ity v modulu a zásoba stability ve zpožděńı.
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Obrázek 7.20: Vztah mezi fázovou bezpečnost́ı a velikost́ı překmitu
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Obrázek 7.21: Vztah mezi délkou úseku se sklonem 20dB/dek kolem ωř a velikost́ı
překmitu
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Otázka 7.14 Jaká jsou obvyklé hodnoty jednotlivých zásob stability?

Otázka 7.15 Vysvětlete, proč je pojem zásoby stability v modulu silněǰśım kritériem než
zásoba stability v amplitudě nebo ve fázi. Demonstrujte na př́ıkladě.

Otázka 7.16 Spoč́ıtejte minimálńı zásobu stability v amplitudě a ve fázi, pokud v́ıte, že
je zásoba stability v modulu rovna MM = 0.4.

7.4 Shrnut́ı

V této kapitole jsme si probrali r̊uzné metody, které se použ́ıvaj́ı pro analýzu dynamických
vlastnost́ı zpětnovazebńıch regulačńıch obvod̊u. Dozvěděli jsme se, že základńı rozděleńı
je na metody v časové oblasti, ve frekvenčńı oblasti a na metodu kořenového hodografu,
která sleduje polohu pól̊u uzavřeného regulačńıho obvodu v komplexńı rovině.

V časové oblasti lze použ́ıt integrálńı kritéria. Jejich nevýhodou je ovšem pracnost
výpočtu (kvadratické integrálńı kritérium), respektive nemožnost źıskáńı analytického
řešeńı (usměrněná regulačńı plocha, ITAE). Bohužel ty, které jdou analyticky spoč́ıtat
dávaj́ı málo tlumené odezvy (kvadratické integrálńı kritérium). Toto jsou d̊uvody, proč se
tyto kritéria většinou nepouž́ıvaj́ı k syntéze regulačńıch obvod̊u.

Kritéria ve frekvenčńı oblasti jsou výhodná, protože většinou pracuj́ı s frekvenčńı
charakteristikou otevřené smyčky, která je často k dispozici. Na základě pr̊uběhu F0(jω)
usuzuj́ı jakým zp̊usobem se bude chovat přenos uzavřené smyčky. Vycháźı z Nyquistova
kritéria stability. Sleduj́ı, jaká je vzdálenost frekvenčńı charakteristiky otevřené smyčky
od bodu −1.

Frekvenčńı charakteristika uzavřeného obvodu by měla mı́t modul roven jedné do co
nejvyšš́ıch kmitočt̊u, č́ımž se zajist́ı nulová ustálená odchylka při skokové změně ř́ızeńı a
co nejrychleǰśı přechodný děj . Je zde dovolené mı́rné rezonančńı převýšeńı, které souviśı
s povoleným překmitem v časové oblasti.

Metoda kořenového hodografu je soubor pravidel, které nám umožňuj́ı sledovat vývoj
polohy pól̊u uzavřeného obvodu v závislosti na změně ześıleńı přenosu otevřené smyčky
a na znalosti polohy nul a pól̊u otevřené smyčky. Přestože se jedná o metodu, která má
v současné době silnou podporu ze strany výpočetńı techniky (např. rltool v programu
Matlab), je pochopeńı těchto pravidel nezbytnou součást́ı práce s těmito nástroji. Tato
metoda, stejně tak jako metody ve frekvenčńı oblasti se daj́ı použ́ıt a také s výhodou
použ́ıvaj́ı při syntéze zpětnovazebńıch regulačńıch obvod̊u.

7.5 Kontrolńı otázky

Otázka 7.17 Jaké znáte metody pro vyhodnocováńı dynamických vlastnost́ı zpětnovazebńıch
obvod̊u?

Otázka 7.18 Dokážete vyznačit na frekvenčńı charakteristice zvoleného přenosu ampli-
tudovou a fázovou bezpečnost a zásobu stability v modulu?
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8 Sytéza regulačńıch obvod̊u ve frekvenčńı oblasti

Syntézou regulačńıho obvodu rozumı́me takový návrh struktury a parametr̊u obvodu, který
splňuje požadavky kladené na regulačńı děj. Východiskem jsou tedy požadavky na kval-
itu regulace a vlastnosti regulované soustavy. Při volbě daľśıch člen̊u obvodu, t.j. čidel,
akčńıch člen̊u, výkonových zesilovač̊u a ústředńıch člen̊u jsme v́ıce či méně omezeni řadou
činitel̊u. Mohou to být speciálńı požadavky vyplývaj́ıćı z technologie provozu (váha, jiskrová
bezpečnost, agresivita prostřed́ı, ...), ekonomické d̊uvody i okamžitá situace na trhu součástek
a zař́ızeńı. Podle stupně volnosti, s jakou m̊uže konstruktér regulačńıho obvodu pracovat,
m̊užeme rozlǐsit zhruba tři typy úloh:

• m̊užeme volit jak strukturu tak parametry obvodu

• struktura obvodu je dána, navrhujeme pouze parametry obvodu

• je zadána struktura a některé parametry, část parametr̊u je volitelná

Věťsina obvod̊u v pr̊umyslové automatizaci má strukturu odpov́ıdaj́ıćı blokovému schématu
na obrázku 1.2. Jedná-li se o obvody s vysokými požadavky na kvalitu regulace, m̊uže
být tato základńı struktura doplněna některými daľśımi vazbami (viz. kapitola 9). Určité
rozš́ıřeńı možnost́ı představuje zařazeńı korekčńıho členu do větve zpětné vazby (obrázek
4.1). Stejné struktury jako v př́ıpadě spojitých regulátor̊u se daj́ı použ́ıt v př́ıpadě diskrétńıch
regulátor̊u. Jejich návrh je náplńı kapitoly 10.
Návrh regulačńıho obvodu zač́ıná obvykle dialogem s technologem př́ıslušného odvětv́ı,
během kterého se definuj́ı regulované, akčńı a ř́ıdićı veličiny a poruchy, vlastnosti regulo-
vané soustavy a požadavky na kvalitu regulace. V daľśım kroku automatizačńı technik urč́ı
typy a umı́stěńı čidel a typy akčńıch člen̊u. Přitom muśı obvykle respektovat řadu omezeńı
a technologických požadavk̊u. Výraznou roli hraj́ı též bezpečnostńı předpisy daného oboru.
Po vyjasněńı těchto problém̊u se m̊uže přistoupit k návrhu jednotlivých přenos̊u regulátor̊u
a posléze k jejich realizaci.
V pr̊uběhu uplynulých let bylo vypracováno velké množstv́ı metod pro návrh struktury
i parametr̊u regulačńıch obvod̊u. Dosud nebyla nalezena univerzálńı metoda, která by
umožňovala splněńı široké palety požadavk̊u při r̊uzných výchoźıch informaćıch o regulo-
vané soustavě i požadovaných vlastnostech regulace. Proto, i když praxe řadu navržených
metod zavrhla (nebo se v širš́ı mı́ře neuplatnily), zbývá několik metod, které je nutno
znát k řešeńı r̊uzných typ̊u úloh. Uvedeme je zde v pořad́ı odpov́ıdaj́ıćım zhruba š́ıři jejich
uplatněńı.

8.1 Metoda standardńıho tvaru frekvenčńı charakteristiky otevřeného
obvodu

Jak již vyplývá z názvu, návrh regulátoru touto metodou se provád́ı tvarováńım frekvenčńı
charakteristiky otevřeného obvodu, abychom dosáhli jej́ıho vhodného tvaru. Souvislost
mezi tvarem F0(jω) a časovou odezvou jsme rozebrali v kapitole 7.3.

Nejprve předpokládejme, že známe požadovaný tvar F0(jω). Potom plat́ı

F0(jω) = FR(jω)FS(jω) = |FR(jω)FS(jω)|ej(ϕR+ϕS)
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Amplitudová charakteristika regulátoru v dB je pak určena rovnićı

|FR(jω)|dB = |F0(jω)|dB − |FS(jω)|dB

a fáze vztahem
ϕR(ω) = ϕ0(ω) − ϕS(ω)

Jak je vidět z těchto vztah̊u, dá se frekvenčńı charakteristika regulátoru určit odečteńım
frekvenčńı charakteristiky otevřeného obvodu od požadovaného tvaru frekvenčńı charak-
teristiky otevřeného obvodu. To plat́ı v př́ıpadě, že jsou frekvenčńı charakteristiky vyjádřeny
v decibelech. Proto se návrh touto metodou provád́ı v logaritmických souřadnićıch. To
přináš́ı daľśı výhodu v tom, že se jednotlivé charakteristiky daj́ı nahradit asymptotickými
př́ımkovými úseky, jejichž součet je snadno proveditelný i ručně graficky, bez nutnosti
použit́ı výpočetńı techniky.

Nyńı se pokuśıme odpovědět na otázku, jak vypadá požadovaný tvar F0(jω). Poznali
jsme již, že pr̊uběh F0(jω) v oblasti ńızkých kmitočt̊u určuje ustálené odchylky v systému.
Tato část se proto navrhuje s ohledem na požadavky na ustálený stav v systému. Většinou
se tedy jedná o počet astatismů, které vlož́ıme do regulátoru s přihlédnut́ım na možné as-
tatismy v soustavě. Oblast vysokých kmitočt̊u, ve kterých |F0(jω)| << 1, je z hlediska reg-
ulačńıho děje nepodstatná. Charakter přechodného děje určuje středńı pásmo kmitočt̊u,
jmenovitě oblast, ve které |F0(jω)| .

= 1. Zde jsou obecně formulovány dva požadavky

• co nejvyšš́ı hodnota kmitočtu řezu ωř, která je určuj́ıćı pro rychlost přechodného
děje

• co největš́ı fázová bezpečnost, která zajist́ı malý překmit na přechodové charakter-
istice.

Jak již bylo popsáno v kapitole 7.3 o analýze dynamických vlastnost́ı ve frekvenčńıch
charakteristikách, dá se požadavek na fázovou bezpečnost vyjádřit také tak, že ampli-
tudová část frekvenčńı charakteristiky F0(jω) má procházet přes osu 0dB pod sklonem
−20dB/dek a tento sklon je třeba dodržet v co největš́ım okoĺı bodu ωř.

Existuje několik zásad, jak správně navrhnout regulátor, které jsou platné pro určité
typy regulovaných soustav. Obecně platný postup však bohužel neexistuje. Hlavńı zásadou
je, aby byl navržený regulátor realizovatelný, jinými slovy aby řád čitatele regulátoru
byl nižš́ı nebo roven řádu jmenovatele. Pokud budeme při návrhu uvažovat regulátory
typu PID, muśıme vźıt v úvahu realizačńı konstantu PD a PID regulátor̊u. Jej́ı volba
se většinou provád́ı tak, aby poměr časové konstanty čitatele T a realizačńı konstanty ε
vyhovoval rovnici T/ε < 100. Zařazeńı integračńı složky zmenšuje, nebo dokonce anuluje
ustálenou regulačńı odchylku. Jej́ı nevýhodou je zpomaleńı přechodného děje. Opačný vliv
má přidáńı derivačńı složky, která přechodný děj zrychluje. Jej́ı použit́ı muśıme zvážit s
ohledem na šum, který je př́ıtomný ve výstupńım signálu. Ten může být derivačńı složkou
ześılen a p̊usobit tak nepř́ıznivě na soustavu. Daľśı zásady si probereme postupně pomoćı
vyřešených př́ıklad̊u.

Př́ıklad 8.1 Mějme astatickou regulovanou soustavu s přenosem

FS(p) =
0.1

p(3p + 1)(0.8p + 1)
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K této soustavě postupně připoj́ıme regulátory typu P a PD. Navrhněte tyto regulátory
metodou standardńıch tvar̊u tak, aby byla fázová bezpečnost 45◦.

Předpokládáme P regulátor daný FR1(p) = KR1. Potom je přenos otevřené smyčky

F01(p) = KR1FS(p) = KR1
0.1

p(3p + 1)(0.8p + 1)

Zat́ım neznáme velikost ześıleńı KR1. Uvažujme pro začátek, že je KR1 = 1. Vykresĺıme si v
logaritmických souřadnićıch pr̊uběh |F01(jω)|dB pro toto ześıleńı, což je vlastně |FS(jω)|dB

(viz. obrázek 8.1 modře, tečkovaně). Pro fázi ∠F01(p) plat́ı

ϕ01(jω) = −π

2
− arctan 3ω − arctan 0.8ω

Fázová charakteristika ϕ01(jω) nezáviśı na velikosti proporcionálńı složky KR1. Zakresĺıme
ji také do logaritmických charakteristik. Fázové bezpečnosti MP = 45◦ odpov́ıdá frekvence
ω

.
= 0.23rad/s, která muśı být kmitočtem řezu. V logaritmických souřadnićıch to znamená

posunout amplitudovou frekvenčńı charakteristiku |F0(jω)|dB(KR1 = 1) ve svislém směru
tak, aby při frekvenci ω = 0.23rad/s procházela úrovńı 0dB. Pr̊uběh muśıme posunout o
KR1dB

= 8dB, z čehož př́ımo plyne ześıleńı P regulátoru KR1 = 2.5.
Ke stejné soustavě navrhneme regulátor typu PD s přenosem

FR2(p) =
KR2(Tdp + 1)

εp + 1

Volba konstant Td a KR2 je dána výše uvedenými požadavky na přechodný děj, konstantu
ε, která zajǐst’uje fyzikálńı realizovatelnost regulátoru budeme volit tak, aby neovlivnila
pr̊uběh frekvenčńı charakteristiky otevřené smyčky F02(jω) na středńıch kmitočtech. Ne-
jprve urč́ıme vhodnou derivačńı časovou konstantu Td. Pokud bychom zvolili Td > 3,
vytvořili bychom na amplitudové charakteristice |F02(jω)| úsek s nulovým sklonem am-
plitudy, což neńı vhodné. Zvoĺıme-li naopak Td < 3, vznikne již v okoĺı frekvence ω =
1/3rad/s úsek se sklonem −40dB/dek, což také neńı žádoućı. Jako nejvýhodněǰśı se jev́ı
volba Td = 3, ikdyž se t́ım z hlediska stavové teorie vytvoř́ı stavově neřiditelný systém.
Potom stač́ı zvolit ε ≤ 0.05 (poměr Td/ε nemá být větš́ı než 100). Přenos otevřeného
obvodu je

F02(p) =
KR2 · 0.1

p(0.8p + 1)(0.05p + 1)

Pro fázovou charakteristiku F02(p) plat́ı

ϕ02(ω) = −π

2
− arctan 0.8ω − arctan 0.05ω

Jej́ı pr̊uběh opět vykresĺıme v logaritmických souřadnićıch a urč́ıme ωř2, při které je
ϕ02(ωř2) = −135◦. Z obrázku 8.1 odečteme ωř2 = 1.1rad/s, a odpov́ıdaj́ıćı ześıleńı
KR2dB

= 24dB, neboli KR2 = 16. Přenos regulátoru PD tak źıskáváme ve výsledném
tvaru

FR2(p) = 16
3p + 1

0.05p + 1
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Obrázek 8.1: Návrh P a PD regulátoru pro astatickou soustavu k př́ıkladu 8.1
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Při stejné fázové bezpečnosti jsme při použit́ı regulátoru typu PD źıskali zhruba čtyřnásobné
ωř, což přibližně znamená čtyřnásobné zrychleńı přechodného děje.

V tomto př́ıkladu jsme si ověřili vliv derivačńı složky v regulátoru na zrychleńı přechodného
děje při stejné fázové bezpečnosti, tedy při zhruba stejném překmitu (tlumeńı). To co jsme
si ukázali na př́ıkladu astatické soustavy ř́ızené regulátory P a PD, plat́ı stejně pro stat-
ickou soustavu ř́ızenou regulátory I a PI. Z hlediska otevřeného obvodu je totiž lhostejné,
zda je astatismus v soustavě nebo v regulátoru. Lhostejné to ale neńı z pohledu p̊usobeńı
poruchy. K tomu abychom odstranili p̊usobeńı konstantńı poruchy na vstupu soustavy je
zapotřeb́ı, aby byla integračńı složka v regulátoru. Odstraněńı takovéto poruchy demon-
struje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 8.2 Navrhněte regulátor pro soustavu z předešlého př́ıkladu, který bude schopen
kompenzovat p̊usobeńı konstantńı poruchy p̊usob́ıćı na vstupu soustavy (požadavek na
nulovou ustálenou odchylku při konstantńı poruše)

Z diskuze v kapitole 5.3.3 je zřejmé, že do regulátoru muśıme zařadit integračńı složku
I. Teoreticky připadaj́ı v úvahu tři typy regulátor̊u, a to I, PI a PID. Prostý I regulátor
je nepoužitelný, nebot’ systém by byl pro všechna ześıleńı nestabilńı. Provedeme zde pos-
tupně návrh zbylých dvou regulátor̊u s integračńı složkou. Nejprve tedy PI regulátor s
přenosem

FR3(p) =
K0(Tp + 1)

p

Přenos otevřené smyčky bude

F03(p) =
K0(Tp + 1)

p2(3p + 1)(0.8p + 1)

Pro zajǐstěńı stability je třeba, aby T > 3. Pro nalezeńı vhodné hodnoty použijeme křivku
na obrázku 8.2, ze které odečteme potřebnou velikost úsek̊u LdB při daném maximálńım
překmitu. Zvoĺıme-li ∆xm = 30%, vycháźı LdB = 16dB. To znamená, že středńı úsek
charakteristiky |F0(jω)|dB s asymptotou −20dB/dek bude navazovat na asymptoty se
sklonem −40dB/dek při amplitudách ±16dB. Počátečńı sklon −40dB/dek změńıme časovou
konstantou T na sklon −20dB/dek a časová konstanta 3s ve jmenovateli přenosu F0(p)
jej opět vrát́ı na hodnotu −40dB/dek. T́ım je určen tvar a poloha amplitudové části
frekvenčńı charakteristiky |F0(jω)|dB (viz. obrázek 8.2)

Prvńı zlom asymptotické náhrady |F0(jω)|dB bude při frekvenci ω1 = 1/T = 0.009rad/s,
odtud T

.
= 110s a ześıleńı K0dB

.
= −82dB, což je K0

.
= 0.8 · 10−4.

Přenos otevřeného obvodu bude

F03(p) = 0.8 · 10−4 110p + 1

p2(3p + 1)(0.8p + 1)

Pro fázi plat́ı

ϕ03(ω) = −π + arctan 110ω − arctan 3ω − arctan 0.8ω

Odpov́ıdaj́ıćı fázová charakteristika je nakreslena v obrázku 8.2. Pro ωř = 0.05rad/s
odečteme fázovou bezpečnost téměř 70◦. Zdánlivě je tato hodnota zbytečně vysoká, jde
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Obrázek 8.2: Návrh PI a PID regulátoru pro astatickou soustavu k př́ıkladu 8.2
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však o systém s astatismem druhého řádu, a proto je vhodné tuto vyšš́ı hodnotu dodržet.
Všimněme si také pětinásobného sńıžeńı frekvence řezu oproti p̊uvodńımu systému s P
regulátorem. Použit́ı PI regulátoru se kromě vyregulováńı konstantńı poruchy projev́ı také
výrazným zpomaleńım přechodného děje. Tento nepř́ıznivý vliv můžeme ještě kompen-
zovat použit́ım PID regulátoru. Pak máme v čitateli regulátoru dvě časové konstanty.
Jedna z nich může kompenzovat největš́ı časovou konstantu a druhá bude, stejně jako v
minulém př́ıpadě určovat začátek úseku asymptoty se sklonem −20dB/dek. Z konstrukce
na obrázku 8.2 plyne přenos otevřeného obvodu

F04(p) =
K01(30p + 1)

p2(0.8p + 1)(0.3p + 1)

Konstanta 0.3 ve jmenovateli přenosu F01(p) je realizačńı konstanta ε z přenosu regulátoru

FR4(p) = KR
(T1p + 1)(T2p + 1)

p(εp + 1)

Zvoĺıme ji opět z podmı́nky T1/ε ≤ 102, kde T1 > T2. Ześıleńı obvodu K01dB
= −44dB,

neboli K01
.
= 0.0063 a ωř

.
= 0.2rad/s. Pro fázi plat́ı

ϕ04(ω) = −π + arctan 30ω − arctan 0.8ω − arctan 0.3ω

Z pr̊uběhu na obrázku 8.2 je vidět, že fázová bezpečnost se takřka nezměnila a frekvence
řezu se zhruba rovná hodnotě p̊uvodńıho obvodu s P regulátorem.

Z uvedených př́ıklad̊u je vidět, že úspěšnost návrhu metodou standardńıch tvar̊u
frekvenčńı charakteristiky otevřeného obvodu záviśı do určité mı́ry na zkušenostech a intu-
ici konstruktéra. Proto tento postup nelze dost dobře algoritmizovat a automatizovat (tak
jako některé dále popsané metody). Použit́ı současných programů lze tento návrh velkou
měrou usnadnit. To nic neměńı na nutnosti chápat vzájemné souvislosti mezi časovou a
frekvenčńı doménou

8.1.1 Fázově neminimálńı systémy a systémy s dopravńım zpožděńım

Uvažujme, že ř́ızená soustava je fázově neminimálńı (obsahuje nulu n = k v pravé
polorovině roviny p). Potom provád́ıme návrh tak, že do jmenovatele regulátoru umı́st́ıme
pól p = −k. T́ım zajist́ıme, že poměr −p+k

p+k
bude mı́t amplitudovou charakteristiku rovnou

jedné a neprojev́ı se tak na amplitudové charakteristice žádným zlomem. Projev́ı se však
ve fázi. Fáze se měńı s rostoućım kmitočtem od 0 do −π podle vzorce −2 arctan(ω/k).
Stejně se projevuje dopravńı zpožděńı e−pTd , které má amplitudovou charakteristiku rov-
nou jedné a fázovou charakteristiku rovnou −ωTd. Př́ıspěvek ve fázové charakteristice se
nám v obou př́ıpadech nepř́ıznivě projev́ı na fázové bezpečnosti. T́ım jsme při návrhu
regulátoru nuceni volit nižš́ı kmitočet řezu ωř, č́ımž docháźı ke zpomaleńı regulace.

8.1.2 Inverzńı regulátor

V př́ıkladu 8.1 jsme při návrhu PD regulátoru umı́stili nulu regulátoru do pólu soustavy.
T́ım jsme sice vytvořili neřiditelný systém, ale zbavili jsme se jednoho pólu ve jmeno-
vateli soustavy. V této podkapitole provedeme diskuzi k návrhu, který by postupně t́ımto



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 133

zp̊usobem eliminoval všechny nuly a póly systému tak, aby se dosáhlo přenosu otevřené
smyčky

F0(p) =
ωř
p

(8.1)

, kde ωř je požadovaný kmitočet řezu. Tento tvar F0(p) je vhodný v př́ıpadě, když se
žádaná hodnota a porucha měńı skokově, nebot’ zajǐst’uje nulovou ustálenou odchylku (pro
skokovou změnu poruchy muśı být integrátor v regulátoru), fázovou bezpečnost MP = 90◦

a dokonce nekonečnou amplitudovou bezpečnost (F0(p) nikdy neprotne zápornou reálnou
osu). Na základě vzorce (8.1) můžeme psát vzorec pro výpočet regulátoru.

FR(p) =
ωř
p

F−1
S (p) (8.2)

Omezeńı této metody spoč́ıvá v tom, že pro soustavy s relativńım stupněm druhým
a vyšš́ım nebude navržený regulátor realizovatelný. Toto omezeńı se dá vyřešit použit́ım
realizačńıch konstant na vyšš́ıch frekvenćıch.

V př́ıpadě PID regulátoru máme možnost kompenzovat dva póly soustavy. Doposud
jsme jako měř́ıtko pro návrh regulátoru uvažovali rychlost vyregulováńı změny žádané
hodnoty. Pod́ıvejme se nyńı, jak souviśı poloha nul regulátoru s rychlost́ı vyregulováńı
poruchy. Uvažujme regulátor daný přenosem FR(p) = BR(p)

AR(p)
, který ř́ıd́ı soustavu FS(p) na

jej́ımž vstupu p̊usob́ı porucha u(t). Přenos ř́ızeńı

Fw(p) =
FR(p)FS(p)

1 + FR(p)FS(p)
=

BR(p)
AR(p)

FS(p)

1 + BR(p)
AR(p)

FS(p)
(8.3)

Nyńı se pokuśıme vyjádřit přenos poruchy Fu(p) s využit́ım Fw(p).

Fu(p) =
Y (p)

U(p)
=

FS(p)

1 + BR(p)
AR(p)

FS(p)
=

AR(p)

BR(p)
Fw(p) (8.4)

Jak vid́ıme z (8.4), nuly regulátoru se nám zde objevily jako póly přenosu poruchy. Toto
zjǐstěńı má velký význam. Poloha nul regulátoru takto rozhoduje o rychlosti vyregulováńı
skokové poruchy. Snahou je umı́stit tyto nuly co nejv́ıce vlevo, t.j. aby se jejich zlom pro-
jevil na co nejvyšš́ıch kmitočtech. Zároveň muśıme zajistit zvolenou fázovou bezpečnost.
Z pohledu rychlosti vyregulováńı poruchy se proto jev́ı nejvhodněǰśı umı́stěńı obou nul
do stejného bodu. Na tomto pozorováńı je založena metoda Ziegler-Nicholse, se kterou se
seznámı́me v pozděǰśı kapitole. Z tohoto d̊uvodu také neńı vhodné kompenzovat dvojici
komplexně sdružených pól̊u v soustavě dvojićı nul v regulátoru. Ikdyž bude reakce na
skokovou změnu žádané hodnoty uspokojivá, reakce na skokovou změnu poruchy bude
kmitat.

8.1.3 Vyregulováńı poruchy

V této kapitole budeme uvažovat, že porucha může vstupovat do soustavy v kterémkoliv
bodě. To se dá vyjádřit obrázkem ... Pokud je FP (p) = FS(p), pak to odpov́ıdá poruše
vstupuj́ıćı na vstup soustavy.
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Uvažujme pro jednoduchost, že je porucha normalizovaná, takže |u(ω)| ≤ 1. Ćılem
ř́ızeńı je dosáhnout |e(ω)| ≤ 1. Pro odchylku můžeme psát

E(jω) = −Y (jω) = − FP (jω)

1 + F0(jω)
U(jω)

V př́ıpadě nejhorš́ı poruchy, tedy |u(ω)| = 1 požadujeme, aby | FP (jω)
1+F0(jω)

| ≤ 1 pro všechny
kmitočty ω. To je stejné, jako požadavek

|1 + F0(jω)| ≥ |FP (jω)|

Pro frekvence, kde F0(jω) > 1 se dá tato podmı́nka zjednodušit na tvar |F0(jω)| >
|FP (jω)|. Protože zároveň nechceme zvyšovat velikost |F0(jω)|, abychom nenarazili na
problémy se stabilitou (zvláště kolem frekvence řezu), jev́ı se jako rozumné zvolit minimálńı
možné F0min

(p), které zajist́ı, že |e(ω)| ≤ 1.

|F0min
(p)| ≈ |FP (p)|

Pro regulátor plat́ı

|FRmin
(p)| ≈

∣

∣

∣

∣

FP (p)

FS(p)

∣

∣

∣

∣

(8.5)

V př́ıpadě, že chceme zajistit nulovou ustálenou odchylku při p̊usobeńı konstantńı poruchy,
přidáváme do regulátoru integrátor. Potom

|FR(p)| =

∣

∣

∣

∣

p + a

p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

FP (p)

FS(p)

∣

∣

∣

∣

(8.6)

V př́ıpadě, že porucha p̊usob́ı na vstupu systému, je FP (p) = FS(p). Z rovnice (8.5)
plyne, že ideálńı regulátor z hlediska této poruchy je proporcionálńı regulátor s jed-
notkovým ześıleńım.

Pokud porucha p̊usob́ı na výstupu, je FP (p) = 1. Vhodným regulátorem je pak inverzńı
regulátor. To nijak nepřekvapuje, nebot’ na poruchu p̊usob́ıćı na výstupu soustavy se
můžeme d́ıvat jako na změnu žádané hodnoty, která okamžitě ovlivňuje výstup.

8.1.4 Regulátor se dvěma stupni volnosti

Pro správné sledováńı žádané hodnoty obvykle požadujeme FR(p) = 1
p
F−1

s (p). Pro potlačeńı

poruchy požadujeme FR(p) = 1
p
F−1

s (p)FP (p). Oba požadavky se lǐśı, tud́ıž je pochopitelné,
že neńı možné dosáhnout jedńım zpětnovazebńım regulátorem splněńı obou požadavk̊u
současně.

Pro řešeńı tohoto problému se dá použ́ıt regulátor se dvěma stupni volnosti. Tento
regulátor zpracovává oba vstupy w(t) a y(t) nezávisle mı́sto toho, aby pracoval pouze s reg-
ulačńı odchylkou e(t). Existuje několik možných realizaćı regulátoru se dvěma stupni vol-
nosti. V této kapitole budeme uvažovat realizaci, kde je žádaná hodnota předzpracována
regulátorem FR2(p) a regulátor FR1(p) odstraňuje p̊usobeńı poruch a chyb v modelu sous-
tavy (viz. obrázek 4.1a), kde Ra1 = FR2(p) a Ra2 = FR1(p)). Návrh obou regulátor̊u se
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provád́ı následovně. Nejprve se provede návrh regulátoru FR1(p) tak, aby byla správně
vyregulována porucha. Následně se navrhne regulátor FR2(p), aby bylo dosaženo požadovaného

sledováńı žádané hodnoty Fref (p). Přenos celého obvodu je FR2(p)
FR1

(p)FS(p)

1+FR1
(p)FS(p)

. Pokud

máme FR1(p) již nastaven a známe přenos soustavy FS(p), můžeme FR2(p) dopoč́ıtat
pomoćı vzorce

FR2(p) = Fref (p)
1 + FR1(p)FS(p)

FR1(p)FS(p)

Teoreticky se dá dosáhnout libovolného sledováńı žádané hodnoty. V praxi může vycházet
FR2(p) nestabilńı, nebo nerealizovatelný. Regulátor FR2(p) se v praxi voĺı jako poměr
T1p+1
T2p+1

, kde T1 > T2 voĺıme pokud chceme zrychlit sledováńı žádané hodnoty a T1 < T2

voĺıme pokud ho chceme zpomalit. Někdy se použ́ıvá jednoduchého setrvačného článku
(T1 = 0).

8.1.5 Shrnut́ı

Metoda standardńıch tvar̊u frekvenčńıch charakteristik je vhodná pro návrh regulátor̊u
pro stabilńı soustavy. Je nav́ıc vhodná pro soustavy obsahuj́ıćı dopravńı zpožděńı. Jak již
vyplývá z jej́ıho popisu a z vyřešených př́ıklad̊u, nepředstavuje jednoznačný algoritmus
návrhu, a vyžaduje jistou mı́ru zkušenost́ı.

Druhou nevýhodou je pracnost, která je v dnešńı době kompenzována kvalitńımi pro-
gramovými nástroji, jako je např́ıklad sisiotool v programu Matlab.

Nevýhodou metody inverzńıho regulátoru je skutečnost, že pokud jsou kompenzované
póly daleko od sebe, dosáhneme sice výrazného zlepšeńı přechodného děje na změnu ř́ızeńı,
ale můžeme dosáhnout velmi špatné kompenzace poruchy. Nuly regulátoru se totiž objev́ı
jako póly přenosu poruchy. Stejný problém může nastat u metody standardńıho tvaru
frekvenčńı charakteristiky otevřeného obvodu, čemuž se muśıme snažit předej́ıt.

8.2 Metoda optimálńıho modulu

Na rozd́ıl od metody standardńıch tvar̊u, která vycházela z požadovaného tvaru frekvenčńı
charakteristiky otevřené smyčky pracuje metoda optimálńıho modulu s požadovaným
tvarem frekvenčńı charakteristiky uzavřené smyčky. Ta je dána přenosem ř́ızeńı Fw(p).
Ze souvislost́ı mezi frekvenčńı a časovou oblast́ı v́ıme, že přechodný děj bude optimálńı
tehdy, bude-li |Fw(jω)| .

= 1 do co nejvyšš́ıch frekvenćı a bude-li tento pr̊uběh monotónńı,
t.j bez rezonančńıch překmit̊u. Tuto podmı́nku lze matematicky formulovat vztahem

d|Fw(jω)|
dω

≤ 0 (8.7)

Předpokládejme, že pro přenos ř́ızeńı plat́ı

Fw(p) =
bmpm + bm−1p

m−1 + · · · + b1p + b0

anpn + an−1pn−1 + · · · + a1p + a0

m < n
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Po dosazeńı p = jω budou v čitateli i jmenovateli vektory B(jω) a A(jω), které vyjádř́ıme
pomoćı jejich reálných a imaginárńıch část́ı.

Fw(jω) =
c(jω) + jd(jω)

f(jω) + jg(jω)

c(jω) = <B(jω) d(jω) = =B(jω)
f(jω) = <A(jω) g(jω) = =A(jω)

Pro modul Fw(jω) plat́ı

|Fw(jω)| =

√

c2(jω) + d2(jω)

f 2(jω) + g2(jω)
(8.8)

Podmı́nka (8.7) plat́ı i pro druhou mocninu modulu a to nás zbav́ı nutnosti pracovat s
odmocninou.

|Fw(jω)| =
c2(jω) + d2(jω)

f 2(jω) + g2(jω)
=

Bmω2m + Bm−1ω
2(m−1) + · · · + B1ω

2 + B0

Anω2n + An−1ω2(n−1) + · · · + A1ω2 + A0

Porovnáńım s rovnićı (8.8) źıskáme vztahy mezi koeficienty Ai, Bi, ai a bi

B0 = b2
0 A0 = a2

0

B1 = b2
1 − 2b0b2 A1 = a2

1 − 2a0a2

B2 = b2
2 − 2b1b3 + 2b0b4 A2 = a2

2 − 2a1a3 + 2a0a4

B3 = b2
3 − 2b2b4 + 2b1b5 − 2b0b6 A3 = a2

3 − 2a2a4 + 2a1a5 − 2a0a6
...

...
Bm−1 = b2

m−1 − 2bm−2bm An−1 = a2
n−1 − 2an−2an

Bm = b2
m An = a2

n

Dř́ıve uvedené podmı́nky pro optimálńı pr̊uběh |Fw(jω)| můžeme nyńı vyjádřit ve formě

Bi

Ai

≤ B0

A0

(8.9)

T́ım je zaručena monotónnost pr̊uběhu |Fw(jω)|. Frekvence, po kterou bude |Fw(jω)|
mı́t požadovanou hodnotu

.
= 1 bude t́ım vyšš́ı, č́ım větš́ı počet koeficient̊u Ai a Bi bude

splňovat podmı́nku (8.9). Počet koeficient̊u splňuj́ıćıch tuto podmı́nku zálež́ı na počtu
volitelných konstant korekčńıch člen̊u v obvodě. Tak např́ıklad pro regulátory typu P a
I stač́ı jedna rovnice, pro typy PI a PD dvě a pro PID regulátor stač́ı tři rovnice. Je-li
počet podmı́nkových rovnic k větš́ı než je stupeň polynomu čitatele m, jsou koeficienty
Bj, kde j > (k − m), rovny nule. Z podmı́nky (8.9) pak plyne i Aj = 0.

Návrh konstant regulátoru metodou optimálńıho modulu nezaručuje stabilitu obvodu.
Tu je třeba vždy zvlášt’ kontrolovat.

Př́ıklad 8.3 Metodou optimálńıho modulu určete koeficienty regulátor̊u P, PD, PI a PID
pro soustavu

FS(p) =
0.1

p(3p + 1)(0.8p + 1)
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Pro přenos ř́ızeńı při zapojeném P regulátoru plat́ı

Fw(p) =
0.1KR

p(3p + 1)(0.8p + 1) + 0.1KR

=
0.1KR

2.4p3 + 3.8p2 + p + 0.1KR

kde KR je ześıleńı regulátoru. Koeficienty Ai, Bi jsou

B0 = 0.01K2
R A0 = 0.01K2

R

B1 = 0 A1 = 1 − 2 · 0.1KR · 3.8 = 1 − 0.76KR

Protože hledáme jediný parametr KR, stač́ı jediná rovnice

B1

A1

=
B0

A0

= 1 → A1 = 0

Odtud vypočteme KR = 1/0.76 = 1.32. Metodou standardńıho tvaru frekvenčńıch charak-
teristik jsme navrhli KR1 = 2.5, což je asi o 5dB v́ıce. Nahlédnut́ım do obrázku 8.1 vid́ıme,
že v obvodu navrženém podle optimálńıho modulu by byla fázová bezpečnost asi 65◦. Je
snadné ukázat, že zpětnovazebńı obvod s navrženým regulátorem je stabilńı.

Při použit́ı PD regulátoru bude přenos uzavřeného obvodu dán rovnićı

Fw(p) =
0.1KR(Tp + 1)

p(3p + 1)(0.8p + 1)(εp + 1) + 0.1KR(Tp + 1)

Za realizačńı konstantu dosad́ıme ε = 0.05 a dostaneme

Fw(p) =
0.1KR(Tp + 1)

0.12p4 + 2.59p3 + 3.85p2 + (1 + 0.1KRT )p + 0.1KR

Pro Ai, Bi plat́ı

B0 = 0.01K2
R A0 = 0.01K2

R

B1 = 0.01K2
RT 2 A1 = (1 + 0.1KRT )2 − 2 · 0.1KR · 3.85

B2 = 0 A2 = 3.852 − 2(1 + 0.1KRT ) · 2.59 + 0.1KR · 0.12 · 2

Nyńı budeme formulovat dvě rovnice

B1

A1

= 1 A2 = 0

Řešeńım těchto rovnic źıskáme konstanty PD regulátoru KR a T :

KR = 6.21 T = 3.04

Volba konstanty T je stejná jako při metodě standardńıch tvar̊u, ześıleńı je zhruba o 8dB
sńıženo. Na obrázku 8.1 vid́ıme, že opět je systém navržen na fázovou bezpečnost 65◦. Opět
nesmı́me zapomenout ověřit stabilitu zpětnovazebńıho obvodu s navrženým regulátorem.
Snadno zjist́ıme pomoćı některého algebraického kritéria, že je stabilita zaručena.
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Poznámka:
Dosad́ıme-li do přenosu uzavřeného obvodu pouze ideálńı přenos PD regulátoru, bude
jeho tvar

Fw(p) =
0.1KR(Tp + 1)

p(3p + 1)(0.8p + 1) + 0.1KR(Tp + 1)
=

0.1KR(Tp + 1)

2.4p3 + 3.8p2 + (1 + 0.1KRT )p + 0.1KR

Odtud pro Ai, Bi plat́ı

B0 = 0.01K2
R A0 = 0.01K2

R

B1 = 0.01K2
RT 2 A1 = (1 + 0.1KRT )2 − 2 · 0.1KR · 3.8

B2 = 0 A2 = 3.82 − 2(1 + 0.1KRT ) · 2.4

Řešeńım stejných podmı́nkových rovnic jako v př́ıpadě reálného PD regulátoru źıskáme
řešeńı

KR
.
= 6.6 T

.
= 3.04

Snadno se lze přesvědčit, že stabilita zpětnovazebńıho zapojeńı je zajǐstěna také v tomto
př́ıpadě. Vid́ıme, že obě varianty se př́ılǐs nelǐśı, o čemž se opět můžeme přesvědčit pohle-
dem do frekvenčńıch charakteristik.

Pro PI regulátor bude přenos uzavřeného obvodu dán rovnićı

Fw(p) =
0.1KR(Tp + 1)

p2(3p + 1)(0.8p + 1) + 0.1KR(Tp + 1)

Pro koeficienty Ai, Bi plat́ı

B0 = 0.01K2
R A0 = 0.01K2

R

B1 = 0.01K2
RT 2 A1 = 0.01K2

RT 2 − 2 · 0.1KR

B2 = 0 A2 = 1 − 2 · 0.1KRT · 3.8 + 2 · 0.1KR · 2.4

Prvńı podmı́nka
B1

A1

<
B0

A0

= 1

Z rovnic pro koeficienty B1 a A1 však vid́ıme, že tuto podmı́nku nelze pro daný typ
regulátoru splnit. Parametry tohoto obvodu nelze metodou optimálńıho modulu navrhnout,
nebot’ na charakteristice |Fw(jω)| bude vždy existovat určité rezonančńı zvětšeńı, což
odporuje definici optimálńıho modulu.

Pro PID regulátor bude platit

Fw(p) =
0.1KR(up2 + vp + 1)

p2(3p + 1)(0.8p + 1) + 0.1KR(up2 + vp + 1)

kde u a v jsou koeficienty u p2 a p1 v čitateli přenosu regulátoru. Realizačńı konstantu
zat́ım neuvažujeme. Koeficienty B1 a A1 určuj́ı rovnice

B0 = 0.01K2
R A0 = 0.01K2

R

B1 = 0.01K2
Rv2 − 0.02K2

Ru A1 = 0.01K2
Rv2 − 0.2KR(1 + 0.1KRu)

B2 = 0.01K2
Ru2 A2 = (1 + 0.1KRu)2 − 0.76KRv + 0.48KR

B3 = 0 A3 = 3.82 − 4.8(1 + 0.1KRu)



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 139

Z rovnic pro koeficienty B1 a A1 však vid́ıme, že tuto podmı́nku nelze opět pro daný typ
regulátoru splnit. Důvod je stejný jako v př́ıpadě pokusu o návrh PI regulátoru.

Metodu optimálńıho modulu nelze obecně použ́ıt v př́ıpadě, kdy je v přenosu otevřené
smyčky v́ıce než jeden astatismus. Tato podmı́nka neńı splněna ani v př́ıpadě PI, ani v
př́ıpadě PID regulátoru. Stejně bychom dopadli, kdybychom se pokusili navrhnout reálný
PID regulátor se zvolenou realizačńı konstantou.

Pro často použ́ıvanou aproximaci statických regulovaných soustav soustavou n-tého
řádu se stejnými časovými konstantami

FS(p) =
kS

(Tp + 1)n

byly hodnoty r̊uzných typ̊u regulátor̊u vypočteny a jsou uvedeny v tabulce 8.1. Přenos

Typ P I PI PID

kp =
1

kS(n − 1)
ki =

1

kST2n
kp =

n + 2

kS4(n − 1)
kp =

17n + 16

16kS(n − 2)

ko
n

st
.

kd = ki = 0 kd = kp = 0 ki =
3

kST4(n − 1)
ki =

15

16kST (n − 2)

kd = 0 kd =
T

kS

(n + 1)(n + 3)

16(n + 2)

Tabulka 8.1: Vzorce pro výpočet regulátor̊u metodou optimálńıho modulu pro soustavy
se stejnými časovými konstantami

regulátoru je předpokládán ve tvaru

FR(p) = kp +
ki

p
+ kdp

Př́ıklad 8.4 Uvažujme systém druhého řádu s proměnným tlumeńım ξ

Fw(p) =
1

T 2p2 + 2Tξp + 1

Vypoč́ıtejte hodnotu tlumeńı ξ metodou optimálńıho modulu.

Pro koeficienty Ai a Bi plat́ı

B0 = 1 A0 = 1
B1 = 0 A1 = 4T 2ξ2 − 2T 2

Výsledné tlumeńı ξ je dáno rovnićı

4T 2ξ2 − 2T 2 = 0

jej́ımž řešeńım źıskáváme

ξom =

√

1

2
= 0.707
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Přenos uzavřené smyčky je stabilńı pro všechny kladné hodnoty časové konstanty T a
tlumeńı ξ. Pokud výsledek srovnáme s návrhem podle kvadratického integrálńıho kritéria
(viz. př́ıklad 7.1) zjist́ıme, že metoda optimálńıho modulu dává tlumeněǰśı pr̊uběh přechodného
děje, protože hodnota tlumeńı podle kvadratického integrálńıho kritéria vycháźı ξkik = 0.5.
Metoda optimálńıho modulu dává stejné výsledky jako metoda optimálńıho rozložeńı pól̊u
v komplexńı rovině.

8.2.1 Shrnut́ı

Metoda optimálńıho modulu vycháźı z požadovaného tvaru frekvenčńı charakteristiky
uzavřené smyčky. Snaž́ı se dosáhnout toho, aby na frekvenčńı charakteristice uzavřené
smyčky nebylo rezonančńı převýšeńı. Vzhledem k tomu, že se jedná pouze o aproximaci, je
nutné vždy provést následný test stability uzavřeného obvodu a po vykresleńı frekvenčńı
charakteristiky uzavřeného obvodu může po návrhu touto metodou nějaké rezonančńı
převýšeńı být. Metodu nelze použ́ıt pro regulačńı obvody, ve kterých je v́ıce než jeden
astatismus v otevřené smyčce.

8.3 Metody optimálńıho časového pr̊uběhu

I když požadavky na regulačńı děj jsou často definovány právě v časové oblasti, t.j.
tvarem přechodové nebo impulsńı charakteristiky, př́ımý návrh regulátoru podle nich ne-
provád́ıme. Výjimku tvoř́ı metody založené na simulaci systému. Většinou jsou p̊uvodńı
požadavky převedeny do odpov́ıdaj́ıćıho tvaru frekvenčńı charakteristiky otevřeného ob-
vodu, nebo na požadované rozložeńı pól̊u přenosu uzavřeného obvodu. Jednu z možnost́ı
návrhu poskytuje minimalizace některého z integrálńıch kritéríı jakosti regulace. Pro al-
gebraický návrh je však k dispozici prakticky pouze kvadratické kritérium, nebot’ ana-
lytický výpočet ostatńıch kritéríı je velmi obt́ıžný. U kvadratického kritéria jsou však
výsledky návrhu poměrně málo tlumené pr̊uběhy. Proto se těchto metod použ́ıvá sṕı̌se
pro porovnáńı kvality systémů s r̊uznými typy regulátor̊u.

Př́ıklad 8.5 Navrhněte proporcionálńı regulátor P, který bude minimalizovat kvadrat-
ickou regulačńı plochu, pro soustavu

FS(p) =
0.1

p(3p + 1)(0.8p + 1)

Pro výpočet kvadratické regulačńı plochy použijeme Nekolného doplněk Routh-Schurova
kritéria (kapitola 7.1.2). K tomu potřebujeme znát obraz odchylky při skokové změně
ř́ıdićı veličiny. V našem př́ıpadě plat́ı

E(p) =
1

p
FE(p) =

(3p + 1)(0.8p + 1)

p(3p + 1)(0.8p + 1) + 0.1KR

=
2.4p2 + 3.8p + 1

2.4p3 + 3.8p2 + p + 0.1KR

Na koeficienty jmenovatele a čitatele aplikujeme Routh-Schur̊uv algoritmus
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2.4 3.8 1 0.1KR α1 = 2.4
3.8

= 0.63

−2.4 −0.063KR

3.8 1 − 0.063KR 0.1KR α2 = 3.8
1−0.063KR

−3.8
1 − 0.063KR 0.1KR α3 = 1−0.063KR

0.1KR

2.4 3.8 1 β1 = 0.63

−2.4 −0.063KR

3.8 1 − 0.063KR β2 = 3.8
1−0.063KR

−3.8
1 − 0.063KR β3 = 1−0.063KR

0.1KR

Velikost kvadratické regulačńı plochy je

Jk =
1

2

[

0.63 +
3.8

1 − 0.063KR

+
1 − 0.063KR

0.1KR

]

Minimum tohoto výrazu urč́ıme z podmı́nky

dJk

dKR

= 0 (8.10)

Vypočtená hodnota je KR = 4.6. Ve srovnáńı s metodou standardńıch tvar̊u je to takřka
dvojnásobek a proti hodnotě určené metodou optimálńıho modulu je to 3.5 násobek. Z
obrázku 8.1 je vidět, že fázová bezpečnost je v tomto př́ıpadě značně ńızká MP = 35◦.
Kromě toho i v tomto jednoduchém př́ıpadě muśıme pro výpočet rovnice (8.10) řešit
algebraickou rovnici třet́ıho řádu (iteraćı). I tento př́ıklad předurčuje použit́ı této metody
sṕı̌se pro analýzu než pro syntézu regulačńıho obvodu.

8.4 Metoda Ziegler-Nicholsova

Jedná se o jednoduchou metodu, která nevyžaduje nijak hluboké vědomosti z oblasti
teorie ř́ızeńı dynamických systémů. V praxi je obĺıbená a hojně použ́ıvaná právě pro svoji
jednoduchost. Metoda vyžaduje měřeńı na reálném objektu, model soustavy, př́ıpadně
simulačně źıskaná data z modelu.

Předpokládáme regulátor typu PID s přenosem

FR(p) = KR

(

1 +
1

TIp
+ TDp

)

(8.11)

Princip metody se dá shrnout do následuj́ıćıch krok̊u.

1. vyřad́ıme integračńı a derivačńı složku PID regulátoru (TD = 0 a TI = ∞)

2. zvyšujeme ześıleńı proporcionálńı složky KR, dokud nedosáhneme meze stability.
Hodnota KR, při kterém v obvodu vznikly netlumené kmity, se nazývá kritické
ześıleńı a znač́ı se Kkrit. Perioda netlumených kmit̊u se nazývá kritická perioda a
znač́ı se Tkrit
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Typ regulátoru KR TI TD

P KR = 0.5Kkrit - -

PI KR = 0.45Kkrit TI = 0.85Tkrit -

PD dolad́ıme na optimálńı hodnotu - TD = 0.12Tkrit

PID KR = 0.6Kkrit TI = 0.5Tkrit TD = 0.125Tkrit

Tabulka 8.2: Vzorce pro návrh parametr̊u regulátoru metodou Ziegler-Nicholse

3. pokud máme zjǐstěny kritické hodnoty Kkrit a Tkrit, můžeme dosazeńım do vzorečk̊u
v tabulce 8.2 určit parametry zvoleného regulátoru

Metoda předpokládá uvedeńı regulačńıho obvodu na mez stability. Soustava pak kmitá
netlumenými kmity. Takovýto experiment neńı z d̊uvod̊u technologických a nebo bezpečnostńıch
pro všechny soustavy př́ıpustný. Pro takovéto soustavy máme čtyři možnosti

• určit kritické parametry z přechodové charakteristiky

• použ́ıt model soustavy a kritické parametry určit z výsledk̊u simulace

• použ́ıt model soustavy a kritické parametry určit výpočtem

• použ́ıt relé bez hystereze

Postup určeńı kritických parametr̊u z výsledk̊u simulace se nijak nelǐśı od zjǐst’ováńı
těchto hodnot na reálném systému. Ostatńı body si probereme postupně v následuj́ıćıch
podkapitolách. Nyńı se ještě vrát́ıme ke vzorečk̊um v tabulce 8.2. Zkusme si dosadit
hodnoty parametr̊u PID regulátoru do vzorce (8.11).

FR(p) = 0.6Kkrit(1 +
2

Tkritp
+ 0.125Tkritp) =

1.2Kkrit

Tkrit

0.0625T 2
kritp

2 + 0.5Tkritp + 1

p

=
1.2Kkrit

Tkrit

(0.25p + 1)2

p

Jak vid́ıme, regulátor má obě nuly umı́stěny ve stejném bodě a to v n1,2 = 1
0.25Tkrit

. T́ım

takto navržený regulátor optimálně vyreguluje poruchu (diskuze v kapitole 8.1.1).

8.4.1 Určeńı kritických parametr̊u z přechodové charakteristiky

Pokud máme k dispozici přechodovou charakteristiku, můžeme určit kritické parametry
odečteńım doby pr̊utahu Tu a doby náběhu Tn. Pro kritické parametry plat́ı přibližné
vztahy

Kkrit
.
=

π

2

Tn

Tu

+ 1 Tkrit
.
= 4Tu

Tyto hodnoty dosad́ıme do vzorečk̊u v tabulce 8.2 a t́ım źıskáme parametry zvoleného
regulátoru.
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8.4.2 Určeńı kritických parametr̊u výpočtem ze známého modelu

Pokud máme model soustavy, zaj́ımá nás ześıleńı, které přivede soustavu na mez stability.
K tomu můžeme použ́ıt r̊uzných postup̊u.

Podle Nyquistova kritéria stability je uzavřený obvod na mezi stability, pokud frekvenčńı
charakteristika otevřené smyčky procháźı bodem (−1, 0). Na základě tohoto kritéria stač́ı
určit pr̊useč́ık frekvenčńı charakteristiky F0(jω) se zápornou část́ı reálné osy (−x, 0). Kr-
itické ześıleńı je potom Kkrit = 1/x. Určeńı tohoto pr̊useč́ıku neńı pro soustavy vyšš́ıch
řád̊u jednoduché, proto je lepš́ı použ́ıt pro určeńı kritického ześıleńı některého z alge-
braických kritéríı stability (Routh-Schurovo nebo Hurwitzovo). Kritická perioda se spoč́ıtá
z podmı́nky pro nulovou imaginárńı část.

8.4.3 Rozkmitáváńı použit́ım relé bez hystereze

Pro zjǐstěńı kritických parametr̊u soustavy se někdy použ́ıvá mı́sto proporcionálńıho
regulátoru ideálńıho relé bez hystereze. Výhodou je, že kmity jsou potom ř́ızené (am-
plituda kmit̊u záviśı na amplitudě relé) a nehroźı proto, že by se nám systém nekontrolo-
vaně rozkmital. Protože relé je nelineárńı prvek, je tato problematika mimo rámec tohoto
kurzu.

Př́ıklad 8.6 U soustavy s přenosem

FS(p) =
0.1

p(3p + 1)(0.8p + 1)

byly experimentálně změřeny kritické parametry Kkrit = 16 a Tkrit = 10s. Navrhněte
regulátor PID metodou Ziegler-Nicholse.

Podle tabulky 8.2 dostaneme tyto hodnoty parametr̊u regulátoru

KR = 9.6 TI = 5s TD = 1.25s

odkud přenos regulátoru

FR(p) = 1.9
(2.5p + 1)2

p

Srovnáńım výsledk̊u metody Ziegler-Nicholse s výsledky metodou standardńıch tvar̊u
a metodou optimálńıho modulu vid́ıme, že dostáváme daľśı možnou variantu nastaveńı
konstant regulátoru, nepř́ılǐs odlǐsnou od obou předchoźıch.

8.4.4 Shrnut́ı

Metoda Ziegler-Nicholse je výhodná v př́ıpadě, kdy nemáme k dispozici přenos soustavy,
ale můžeme na ńı provádět experiment spoč́ıvaj́ıćı v přivedeńı soustavy na mez stability.
Toto může být v některých př́ıpadech nebezpečné, proto je lepš́ı využ́ıt rozkmitáváńı
pomoćı relé bez hystereze, kdy je amplituda kmit̊u ř́ızena výstupńı amplitudou relé.
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8.5 Metoda požadovaného rozložeńı pól̊u uzavřeného obvodu

Tato metoda využ́ıvá vztahu mezi časovými odezvami a rozložeńım pól̊u přenosu, v tomto
př́ıpadě uzavřené smyčky. Použ́ıvá již dř́ıve vysvětlené konstrukce kořenového hodografu.
Je vhodná pro návrh struktury korekčńıch člen̊u (t.j. typu jejich přenosové funkce). Použit́ı
výpočetńı techniky umožńı určeńı konkrétńıch konstant regulátoru. (rltool programu
Matlab).

Stanov́ıme-li požadavky na tlumeńı uzavřeného obvodu, vymeźıme t́ım současně jistou
oblast v rovině p, ve které mohou ležet póly uzavřené smyčky. Z obrázku 8.3 je vidět, že
větš́ı hodnotě tlumeńı odpov́ıdá výseč, jej́ıž omezuj́ıćı př́ımky sv́ıraj́ı s imaginárńı osou
větš́ı úhel. Nejd̊uležitěǰśı pro nás bude poloha dominantńıch pól̊u (póly lež́ıćı nejbĺıže od
imaginárńı osy). Zrychleńı odezvy dosáhneme posunem těchto pól̊u co nejv́ıce vlevo. Takto
modifikovanou výseč ukazuje obrázek 8.3 d).

a)

ξ = 0.707

45◦

45◦

0
Re

Im

b)

ξ = 0.87

60◦

60◦

0
Re

Im

c)

ξ = 0.5

30◦

30◦

0
Re

Im

d)

ξ = 0.707

0
Re

Im

Obrázek 8.3: Výseče v rovině p odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným hodnotám tlumeńı
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Př́ıklad 8.7 Pro soustavu

FS(p) =
0.1

p(3p + 1)(0.8p + 1)

navrhněte pomoćı programu Matlab proporcionálńı regulátor KR, který zajist́ı tlumeńı
dominantńıch pól̊u ξ = 0.707

Nejprve zadáme přenos soustavy, např́ıklad ve tvaru pod́ılu dvou polynomů

>> Fs=tf([0.1],[2.4 3.8 1 0])

Nyńı spust́ıme př́ıkaz rltool, který spust́ı nástroj sisotool se zobrazeńım kořenového
hodografu.

>> rltool(Fs);

Kliknut́ım pravého tlač́ıtka myši na grafu kořenového hodografu se zobraźı menu, ze
kterého vybereme Design constraints (Návrhová omezeńı) - New (Nové) typ Damping
ratio (Tlumeńı) a nastav́ıme ho na 0.707. T́ım se nám v grafu objev́ı výseč odpov́ıdaj́ıćı
zadanému tlumeńı. Pomoćı funkce Zoom si přibĺıž́ıme oblast, kde se nacházej́ı dominantńı
póly. V našem př́ıpadě je to obdélńık daný body (−0.3,−0.3j) a (0, 0.3j). Nyńı uchoṕıme
myš́ı jeden pól (červený obdélńık)a táhneme jej směrem k šedé hranici výseče. Aktuálńı
hodnotu tlumeńı, společně s aktuálńı polohou pólu, je možné sledovat ve spodńı části
okna. Pokud přeneseme pól na tuto hranici, lež́ı v bodě (−0.145 ± 0.145j). V horńı části
okna tomu odpov́ıdá Current compensator (aktuálńı regulátor)

C(p) = 1.31

Na obrázku 8.4 vid́ıme kořenový hodograf odpov́ıdaj́ıćı zadané soustavě při použit́ı P
regulátoru.

0.5

−0.5

−0.5−1.0

ξ = 0.707

Re

Im

+ ++

Obrázek 8.4: Kořenový hodograf s P regulátorem
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Př́ıklad 8.8 Pro stejnou soustavu jako v minulém př́ıpadě navrhněte PD regulátor, který
zajist́ı tlumeńı dominantńıch pól̊u přenosu uzavřené smyčky ξ = 0.707.

Začátek je stejný jako v minulém př́ıpadě. Přidejme do regulátoru C(p) jednu nulu, č́ımž
vytvoř́ıme PD regulátor. Podobně jako v př́ıpadě metody standardńıch tvar̊u frekvenčńıch
charakteristik ji umı́st́ıme do bodu (−1/3, 0), kde vykompenzuje pól přenosu soustavy.
Umı́stěńı pólu provedeme tak, že najedeme na část okna Siso Design Tool, kde je vidět
Current compensator a stlač́ıme tlač́ıtko myši. Objev́ı se okno, ve kterém můžeme přidávat
nuly a póly do regulátoru C(p).Opět uchoṕıme jeden dominantńı pól a přetáhneme ho na
hranici výseče. Pól potom bude ležet v bodě (−0.625±0.625j). Regulátor je dán přenosem

C(p) = 6.25(3p + 1)

Protože tento přenos je nerealizovatelný, vložme realizačńı konstantu (pól) do bodu (−20, 0).
To se nám projev́ı tak, že dominantńı póly budou mimo definovanou výseč. Přetažeńım
jednoho z nich na hranici do bodu (−0.606 ± 0.606j) se změńı hodnota ześıleńı PD
regulátoru na 5.86. Výsledný přenos regulátoru je potom

C(p) = 5.86
3p + 1

0.05p + 1

Kořenový hodograf soustavy s PD regulátorem je na obrázku 8.5. Všimněme si, že poloha
dominantńıch pól̊u se při použit́ı PD regulátoru posune, ve srovnáńı př́ıkladem s regulátorem
P (obrázek 8.4), asi čtyřikrát dále od imaginárńı osy. To odpov́ıdá přibližně čtyřnásobnému
zvýšeńı rychlosti odezvy zpětnovazebńıho zapojeńı na jednotkový skok.

0.5

−0.5

−0.5−1.0

ξ = 0.707

Re

Im

+ +

pól v −20

Obrázek 8.5: Kořenový hodograf s PD regulátorem

Př́ıklad 8.9 Srovnejte kořenové hodografy PID regulátor̊u, které byly navrženy metodou
standardńıch tvar̊u frekvenčńıch charakteristik, metodou optimálńıho modulu a metodou
Ziegler-Nicholsovou. Srovnáńı proved’te s ohledem na hodnotu tlumeńı ξ = 0.707.
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Pro jednoduchost budeme ve všech třech př́ıpadech uvažovat verze PID regulátor̊u bez re-
alizačńıch konstant. Jednotlivými návrhovými metodami jsme postupně źıskali následuj́ıćı
přenosy otevřené smyčky (bez ześıleńı proporcionálńı složky, které pro tvar kořenového
hodografu nepotřebujeme)

F0(p) =
K0(30p + 1)

p2(0.8p + 1)
F0(p) =

K0(30p2 + 10p + 1)

p2(3p + 1)(0.8p + 1)
F0(p) =

K0(2.5p + 1)2

p2(3p + 1)(0.8p + 1)

Jejich kořenové hodografy jsou znázorněny na obrázćıch 8.6, 8.7 a 8.8. Nyńı se na tyto
obrázky pod́ıvejme podrobněji. Metoda optimálńıho modulu (obrázek 8.7) dává při požadované
hodnotě tlumeńı ξ = 0.707 rychleǰśı přechodný děj, nebot’ pr̊useč́ıky větv́ı kořenového
hodografu s výseč́ı, která odpov́ıdá zadanému tlumeńı, lež́ı v́ıce vlevo od imaginárńı osy
než je tomu na obrázku 8.6 źıskaném metodou standardńıch tvar̊u frekvenčńıch charak-
teristik. Zaj́ımavý je výsledek źıskaný návrhovou metodou Ziegler-Nicholsovou (8.8). Dvě
větve kořenového hodografu s dominantńımi póly totiž lež́ı mimo výseč odpov́ıdaj́ıćı
požadovanému tlumeńı, tud́ıž pro jakékoliv ześıleńı neńı možné dosáhnou s takto ro-
zloženými nulami PID regulátoru požadovaného tlumeńı.

0.2

−0.2

−0.2−0.4−0.6−0.8−1.0−1.2
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+ +bc

Obrázek 8.6: Kořenový hodograf pro soustavu s PID regulátorem navrženým metodou
standardńıch tvar̊u frekvenčńıch charakteristik
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Obrázek 8.7: Kořenový hodograf pro soustavu s PID regulátorem navrženým metodou
optimálńıho modulu
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0.2
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Obrázek 8.8: Kořenový hodograf pro soustavu s PID regulátorem navrženým metodou
Zieglera-Nicholse

8.6 Metoda standardńıch tvar̊u charakteristického polynomu

Jedná se opět o návrh, který se snaž́ı definovat tvar jmenovatele přenosu uzavřeného ob-
vodu, kterému se ř́ıká charakteristický polynom. Z předchoźıch kapitol v́ıme, že kořeny
charakteristického polynomu jsou určuj́ıćı pro dynamiku uzavřeného obvodu. Pro r̊uzné
typy astatismu v otevřeném obvodě a řád charakteristického polynomu lze předem stanovit
optimálńı hodnoty koeficient̊u u jednotlivých mocnin (respektive jejich vzájemný poměr).
Pro r̊uzně definované požadavky na časový pr̊uběh (nejčastěji maximálńı velikost překmitu)
byly vypočteny r̊uzné standardńı tvary. Jedny z nejčastěji použ́ıvaných jsou Witeley-ho
tvary, které plat́ı pro soustavy s astatismem 1. řádu a regulátory typu P, PI, PD a PID.
Tyto tvary charakteristických polynomů jsou v bezrozměrném tvaru uvedeny v tabulce
8.3.

Typ reg. n Koeficienty standardńıch tvar̊u
2 1 1.4 1
3 1 2 2 1

P 4 1 2.6 3.4 2.6 1
5 1 3.2 5.2 5.2 3.2 1
6 1 3.7 7.5 9.1 7.5 3.7 1
2 1 2.5 1

PD 3 1 5.1 6.3 1
nebo 4 1 7.2 16 12 1
PI 5 1 9 29 38 18 1

6 1 11 43 83 73 25 1
3 1 6.7 6.7 1

PID 4 1 7.9 15 7.9 1
5 1 18 69 69 18 1
6 1 36 251 486 251 36 1

Tabulka 8.3: Whiteley-ho tvary charakteristických polynomů v bezrozměrném tvaru

Pro konkrétńı použit́ı je třeba charakteristický polynom upravit na bezrozměrný tvar.
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V tomto tvaru je prvńı i posledńı koeficient roven jedné.
Uvažujme charakteristický polynom

A(p) = anp
n + an−1p

n−1 + · · · + a1p + a0

Převod na bezrozměrný tvar se provede vyděleńım koeficientem a0 a zavedeńım frekvenčńı
transformace

an

a0

pn = qn

kde q je nová bezrozměrná proměnná.

Př́ıklad 8.10 K soustavě

FS(p) =
0.1

p(3p + 1)(0.8p + 1)

navrhněte metodou standardńıch tvar̊u charakteristického polynomu PD regulátor ve tvaru

FR(p) = Kr(Tp + 1)

Nejprve si vyjádř́ıme charakteristický polynom

2.4p3 + 3.8p2 + (1 + K0T )p + K0

Nejprve poděĺıme všechny koeficienty K0, č́ımž dostaneme

2.4

K0

p3 +
3.8

K0

p2 +
(1 + K0T )

K0

p + 1 (8.12)

Nyńı zavedeme substituci

2.4

K0

p3 = q3 → p = q
3

√

K0

2.4

Dosazeńım za p do rovnice (8.12) dostaneme

q3 +
3.8

K0

(

K0

2.4

) 2
3

q2 +
1 + K0T

K0

(

K0

2.4

) 1
3

q + 1

Protože se jedná o regulátor PD a stupeň charakteristického polynomu je roven třem,
vybereme z tabulky 8.3 odpov́ıdaj́ıćı řádek s koeficienty standardńıho bezrozměrného
tvaru charakteristického polynomu. Srovnáńım koeficient̊u źıskáme

3.8

K0

(

K0

2.4

) 2
3

= 5.1
1 + K0T

K0

(

K0

2.4

) 1
3

= 6.3

odkud plyne

K0 = 0.072 → KR =
K0

0.1
= 0.72 a T = 6.36
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Navržený regulátor má přenos

FR(p) = 0.72(6.36p + 1)

Všimněme si, že PD regulátor navržený metodou standardńıch tvar̊u charakteristického
polynomu dává ve srovnáńı s ostatńımi probranými metodami srovnatelnou hodnotu
derivačńı časové konstanty, avšak velmi ńızkou hodnotu proporcionálńıho ześıleńı. Systémy
navrtžené metodou standardńıch tvar̊u charakteristického polynomu podle tabulky 8.3
vykazuj́ı silně tlumené a pomalé odezvy.

8.7 Shrnut́ı

V této kapitole jsme se věnovali metodám návrhu regulátor̊u. Zhodnoceńı jednotlivých
metod je provedeno bud’to př́ımo v dané podkapitole nebo na jej́ım konci v samostatné
podkapitole. Mohli bychom namı́tnout, proč se zabýváme návrhovými metodami spojitých
regulátor̊u, když jsme si v úvodu učebńıho textu řekli, že stejně většina dnes navržených
regulátor̊u pracuje v nějakém ř́ıdićım poč́ıtači, čili diskrétně. Je to z toho d̊uvodu, že návrh
spojitých regulátor̊u je dostatečně dobře propracován. Jednou z možnost́ı jak navrhnout
diskrétńı regulátor je navrhnout spojitý regulátor na soustavu s dopravńım zpožděńım o
hodnotě poloviny periody vzorkováńı a tento regulátor převést na diskrétńı ekvivalent.
Tento postup bude ukázán v kapitole 10 (podkapitola 10.4.3)

8.8 Kontrolńı otázky

Otázka 8.1 Vysvětlete metodu standardńıch tvar̊u frekvenčńı charakteristiky otevřeného
obvodu.

Otázka 8.2 Kdy se nehod́ı použ́ıt metodu inverzńıho regulátoru a proč?

Otázka 8.3 Proč je v praxi obĺıbená metoda Ziegler-Nicholse pro návrh regulátoru. Jaké
znáte zp̊usoby jej́ıho použit́ı?
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9 Rozvětvené regulačńı obvody

Regulačńı obvody, které jsme dosud prob́ırali, byly tvořeny soustavou a regulátorem v jedné
zpětnovazebńı smyčce. Takové obvody nazýváme jednoduché. Jsou-li na kvalitu regulace
kladeny vyšš́ı požadavky, př́ıpadně je-li požadováno optimálńı uspořádáńı regulačńıho ob-
vodu, nestač́ı už tato jednoduchá struktura a muśıme použ́ıt daľśı regulačńı vazby. Vznikne
tak systém s věťśım počtem vazeb mezi jednotlivými členy obvodu. Takové obvody nazýváme
rozvětvené. Ke zlepšeńı kvality regulace použ́ıváme r̊uzné pomocné veličiny a podle toho
rozeznáváme tyto hlavńı typy rozvětvených regulačńıch obvod̊u.

1. obvody s pomocnou regulovanou veličinou

2. obvody s pomocnou akčńı veličinou

3. obvody s měřeńım poruchy

4. obvody s modelem regulované soustavy

Vlastnosti jednotlivých typ̊u ukážeme na vybraných př́ıkladech.

9.1 Regulačńı obvody s pomocnou regulovanou veličinou

Blokové schéma tohoto typu regulačńıho obvodu je na obrázku 9.1. V regulované soustavě

w(t) e(t)
R1

x1(t)
R2 S1 S2

y(t)

u(t)

x2(t)

Obrázek 9.1: Schéma regulačńıho obvodu s pomocnou regulovanou veličinou

tvořené sériovým spojeńım blok̊u S1 a S2 je měřena veličina x2(t), která je regulátorem R2

ř́ızena podle žádané hodnoty x1(t) (hlavńı akčńı veličina). Jako hlavńı regulátor pracuje
blok R1. Přenos ř́ızeńı tohoto rozvětveného obvodu je

Fw(p) =
Y (p)

W (p)
=

R1(p)R2(p)S1(p)S2(p)

1 + R2(p)S1(p) + R1(p)R2(p)S1(p)S2(p)
(9.1)

a přenos poruchy

Fu(p) =
Y (p)

U(p)
=

S2(p)[1 + S1(p)R2(p)]

1 + R2(p)S1(p) + R1(p)R2(p)S1(p)S2(p)
(9.2)
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Z těchto rovnic je vidět vliv zavedené pomocné zpětné vazby na tvar charakteristického
polynomu. Již v kapitole o regulátorech jsme poznali jeden typ tohoto obvodu. Je-li
akčńım orgánem servomotor s polohovým výstupem, zavád́ıme zpětnou vazbu od polohy a
změńıme tak přenos tohoto akčńıho členu. Protože se jedná o pevnou zpětnou vazbu (bez
derivačńıho členu), změńı se p̊uvodně astatický akčńı člen na článek statický. Zařad́ıme-li
jako hlavńı regulátor některý typ s integračńı složkou (I, PI, nebo PID), neńı v systému
astatismus 2. řádu a systém je méně náchylný k nestabilitě.

Pomocná regulovaná veličina se často použ́ıvá při regulaci teploty a v polohových ser-
vomechanismech. Při regulaci teploty je soustava obvykle tvořena větš́ım počtem setrvačných
článk̊u spojených sériově. Zavedeńım pomocné regulované veličiny měřené v bĺızkosti vs-
tupu do soustavy, źıskáme možnost rychleǰśı reakce na vznik poruchy, a t́ım jej́ı lepš́ı
potlačeńı.

w(t)

R1

R2

Č1

Č2

pec

hořáky

topný plyn

Obrázek 9.2: Ř́ızeńı teploty v obvodu s pomocnou regulovanou veličinou

Na obrázku 9.2 je nakreslen rozvětvený regulačńı obvod, ve kterém je jako pomocná
regulovaná veličina zavedena teplota pláště pece vyhř́ıvané hořáky. Změńı-li se výhřevnost
nebo tlak topného plynu, projev́ı se tato změna rychleji na teplotě pláště, než na teplotě
látky v peci. Reakce regulátoru R2 je proto mnohem rychleǰśı než regulátoru R1 a vliv
poruchy je rychleji kompenzován.

Při konstrukci servomechanismů (regulátor̊u polohy) a regulátor̊u otáček se taktéž
uplatňuj́ı pomocné regulované veličiny. Servomechanismus s rozvětvenou strukturou je
blokově nakreslen na obrázku 9.3.

U větš́ıch servomechanismů se kromě hlavńı regulace polohy výstupńıho hř́ıdele zavád́ı
i regulace otáček ω a regulace proudu i. Žádané hodnoty těchto podř́ızených regulaćı
zadávaj́ı vždy nadřazené regulátory. Seř́ızeńı podř́ızených regulátor̊u se obvykle voĺı tak,
aby dynamické vlastnosti uzavřených malých smyček odpov́ıdaly statickým soustavám na
mezi aperiodicity.
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Obrázek 9.3: Schéma rozvětvené struktury servomechanismu

Jednoduchý zp̊usob návrhu je opakované použit́ı metody Ziegler-Nicholse. Prvně se
nastav́ı vnitřńı smyčka a potom vněǰśı smyčka. Pokud je nutné daľśı přenastaveńı vnitřńı
smyčky, tak se dá provést s uzavřenou vněǰśı smyčkou.

Př́ıklad 9.1 Navrhněte regulátor polohy s pomocnou ř́ıdićı veličinou u stejnosměrného
motoru s ciźım buzeńım s připojenou zátěž́ı. Pomocnou regulovanou veličinou bude úhlová
rychlost. Známe odpor statoru motoru Ra = 5[Ω]. Dále v́ıme, že elektrická časová kon-
stanta je zanedbatelná (nepotřebujeme znát indukčnost statoru La) a že buzeńı je kon-
stantńı a známe konstantu kb = cΦ = 2[V s/rad]. Zátěž je dána momentem setrvačnosti
J = 1[kg ·m2] , tlumeńım B = 2[N ·m · s/rad] a konstantou pružiny K = 0.5[N ·m/rad].

Proud motorem se urč́ı podle vzorce

ia =
u − ui

Ra

kde ia je proud statoru, u je vstupńı napět́ı a ui = kb
dϕ
dt

je zpětné indukované napět́ı
motoru. Moment motoru je

M = kbia

Moment zátěže je

Mz = J
d2ϕ

dt2
+ B

dϕ

dt
+ Kϕ

Nyńı odvod́ıme přenos motoru

J
d2ϕ

dt2
+ B

dϕ

dt
+ Kϕ = kb

u − kb
dϕ
dt

Ra

J
d2ϕ

dt2
+ (B +

k2
b

Ra

)
dϕ

dt
+ Kϕ =

kbu

Ra

S(p) =
ϕ(p)

U(p)
=

kb

RaJ

p2 +
(

k2
b

RaJ
+ B

J

)

p + K
J

Dosazeńım zadaných hodnot dostaneme

S(p) =
0.4

p2 + 2.8p + 0.5
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K tomu, abychom použili regulátor s pomocnou regulovanou veličinou, rozděĺıme si sous-
tavu na dvě části

S(p) = S1(p) · S2(p) =
0.4p

p2 + 2.8p + 0.5
· 1

p

Nejprve navrhneme regulátor na soustavu S1(p) = 0.4p
(p+2.608)(p+0.192)

.

9.2 Regulačńı obvody s pomocnou akčńı veličinou

Podmı́nkou pro zavedeńı této pomocné vazby je možnost p̊usobit na soustavu nejméně
dvěma akčńımi veličinami. Přitom řád přenosu akčńıch veličin na výstup má být r̊uzný,
nebo se alespoň muśı lǐsit velikost časových konstant obou přenos̊u. To je nutné s ohledem
na to, že zásahy na jedné akčńı veličině se muśı rychleji přenášet na regulovanou veličinu
než změny druhé akčńı veličiny.

w(t) e(t)
R1

x1(t)
S1 S2

y(t)

u(t)

R2

x2(t)

Obrázek 9.4: Schéma regulačńıho obvodu s pomocnou akčńı veličinou

Na obrázku 9.4 je nakresleno blokové schéma rozvětveného regulačńıho obvodu s
pomocnou akčńı veličinou. Soustavu tvoř́ı dva sériově zapojené bloky S1 a S2. Hlavńı
regulátor R1 p̊usob́ı na soustavu akčńı veličinou x1, kdežto pomocný regulátor R2 ovládá
pomocnou akčńı veličinu x2. Změny této pomocné akčńı veličiny se přenášej́ı na výstup
soustavy y rychleji, než změny hlavńı akčńı veličiny x1. Pro přenos ř́ızeńı plat́ı

Fw(p) =
Y (p)

W (p)
=

[R1(p)S1(p) + R2(p)]S2(p)

1 + R2(p)S2(p) + R1(p)S1(p)S2(p)
(9.3)

a pro přenos poruchy p̊usob́ıćı na vstupu druhé části soustavy

Fu(p) =
Y (p)

U(p)
=

S2(p)

1 + R2(p)S2(p) + R1(p)S1(p)S2(p)
(9.4)

Porovnáńım s rovnicemi (9.1) a (9.2) popisuj́ıćımi přenosy rozvětveného obvodu s po-
mocnou regulovanou veličinou vid́ıme, že obě pomocné vazby ovlivňuj́ı stability systému.
Zavedeńım pomocné regulované veličiny se výrazněji zlepšuje kompenzace poruch - tedy
přenos poruchy, zat́ımco pomocnou akčńı veličinou se zlepš́ı v́ıce přenos ř́ızeńı než přenos
poruchy.
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w(t)

R1 R2

y(t)

pára
odeb́ırané

množstv́ı

Obrázek 9.5: Ř́ızeńı teploty v obvodu s pomocnou akčńı veličinou

Praktické zavedeńı pomocné akčńı veličiny ukazuje obrázek 9.5. Regulovanou veličinou
je teplota vody ve výměńıku vyhř́ıvaném protékaj́ıćı parou. Jako hlavńı akčńı veličina
p̊usob́ı množstv́ı protékaj́ıćı páry, jako pomocná veličina množstv́ı odeb́ırané vody. Změnou
pr̊utoku páry zp̊usob́ıme změnu teploty látky ve výměńıku s daleko větš́ım zpožděńım,
než změnou množstv́ı odeb́ırané látky. Tuto pomocnou akčńı veličinu však nelze použ́ıt
jako jedinou, nebot’ odeb́ırané množstv́ı je dáno potřebami uživatele a jeho vnucené změny
nejsou z hlediska celého procesu vhodné.

Hlavńı regulátory se v těchto rozvětvených obvodech voĺı typu I nebo PI, aby byly
zajǐstěny co nejmenš́ı ustálené odchylky. Pomocné regulátory jsou většinou typu PD s ohle-
dem na co nejrychleǰśı pr̊uběh přechodného děje v pomocné regulačńı smyčce. Velmi často
se tento typ rozvětveného regulačńıho obvodu použ́ıvá v regulaci destilačńıch chemických
proces̊u. Akčńımi veličinami destilačńı kolony jsou teplota páry kolony a reflux vedený
z hlavy kolony. Ř́ızeńı refluxu je podstatně rychleǰśı než ř́ızeńı teploty a umožňuje tak
dosáhnout vysokou kvalitu regulace čistoty produkt̊u.

9.3 Regulačńı obvody s měřeńım poruchy

Blokové schéma tohoto typu rozvětveného regulačńıho obvodu je na obrázku 9.6. Porucha
u(t) procháźı článkem s přenosem Su(p) a přič́ıtá se k výstupu regulované soustavy.
Současně tuto poruchu měř́ıme a přes regulátor R2 přič́ıtáme k akčńı veličině x1(t). Přenos
ř́ızeńı z̊ustává touto př́ıdavnou vazbou nezměněn. Přenos poruchy je ve tvaru

Fu(p) =
Y (p)

U(p)
=

Su(p) + R2(p)S(p)

1 + R1(p)S(p)
(9.5)

Z tohoto vzorce je patrno, že přenos poruchy je možné regulátorem R2 výrazně měnit.
Teoreticky lze dosáhnout úplné kompenzace poruchového signálu, čili tzv. invariantnosti



Ř́ızeńı a regulace I 156

w(t) e(t)
R1

x1(t) x(t)
S

y(t)

u(t)
Su

R2

x2(t)

Obrázek 9.6: Schéma regulačńıho obvodu s měřeńım poruchy

systému v̊uči poruše u(t). Tento stav nastane, je-li splněna podmı́nka

Su(p) + R2(p)S(p) = 0

odkud

R2(p) = −Su(p)

S(p)

Praktická realizovatelnost této podmı́nky je ovšem omezena na př́ıpady, kdy je přenos
Su(p) vyšš́ıho nebo alespoň stejného řádu jako přenos S(p). Tato podmı́nka je ovšem
splněna velmi zř́ıdka, sṕı̌se je tomu naopak. Pak ovšem vycháźı přenos regulátoru, který
má v čitateli polynom vyšš́ıho řádu, než je polynom jmenovatele, což je nereálné. Pokud
se řády přenos̊u Su(p) a S(p) lǐśı pouze o jedničku, lze dosáhnout přibližné invariantnosti
pomoćı reálného PD regulátoru R2. Na stabilitu samotného regulačńıho obvodu nemá
pomocná vazba od poruchy vliv.

Př́ıklad 9.2 Přenos regulované soustavy je

S(p) =
1

(10p + 1)(p + 1)

a přenos poruchy na výstup je

Su(p) =
3

10p + 1

Navrhněte pomocný regulátor R2(p) kompenzuj́ıćı poruchu, pokud je porucha měřitelná.

Úplnou invariantnost v̊uči poruše by zřejmě zajistil pomocný regulátor s přenosem

R2(p) = −Su(p)

S(p)
= −3(p + 1)
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Použijeme reálný PD regulátor s přenosem

R2(p =
−3(p + 1)

0.01p + 1

a pokud bude hlavńı regulátor typu P s přenosem

R1(p) = 5

pak bude přenos poruchy

Fu(p) =
0.03p(p + 1)

(10p2 + 11p + 6)(0.01p + 1)

V ustáleném stavu je porucha plně kompenzována. V pr̊uběhu přechodného děje je jej́ı
vliv velmi podstatně sńıžen.

Systémy s měřeńım poruchy jsou často realizovány u regulaćı teploty velkých objemů.
Např́ıklad vytápěńı budov lze výrazně zlepšit měřeńım venkovńı teploty, jej́ıž změny jsou
hlavńı poruchou. Podobně měřeńı napájećıho napět́ı, teploty a tlaku vyhř́ıvaćıho média
nebo kvality topného materiálu obvykle zvýš́ı kvalitu regulace.

9.4 Regulačńı obvody s modelem regulované soustavy

Systémy s modelem regulované soustavy se použ́ıvaj́ı hlavně v adaptivńıch obvodech,
mohou však zlepšit i kvalitu regulace v jednoduchém regulačńım obvodu.

w(t) e(t)
R1

x(t)
S

y(t)

u(t)

em(t)
RM

M
ym(t)

Obrázek 9.7: Schéma regulačńıho obvodu s modelem regulované soustavy

Blokové schéma rozvětveného obvodu je na obrázku 9.7. Akčńı veličina x(t) p̊usob́ı
jak na regulovanou soustavu S(p), tak na model M(p). Rozd́ıl výstup̊u y(t)− yM(t) tvoř́ı
pomocnou odchylku eM(t), kterou zpracovává regulátor RM(p).
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Přenos ř́ızeńı je

Fw(p) =
Y (p)

W (p)
=

R1(p)S(p) + R1(p)S(p)RM(p)M(p)

1 + R1(p)S(p) + S(p)RM(p) + S(p)R1(p)M(p)RM(p)
(9.6)

a přenos poruchy

Fu(p) =
Y (p)

U(p)
=

S(p)

1 + R1(p)S(p) + S(p)RM(p) + S(p)R1(p)M(p)RM(p)
(9.7)

Hlavńım př́ınosem zavedeńı této pomocné vazby je značná necitlivost kvality regulace na
změny parametr̊u regulované soustavy. Tuto vlastnost zabezpečuje regulátor RM(p), který
vyrovnává rozd́ıly mezi soustavou a jej́ım modelem.

w(t) e(t)
R

x(t)
S e−∆p

y(t)

M e−∆p
ym(t)

Obrázek 9.8: Schéma regulačńıho obvodu kompenzuj́ıćıho dopravńı zpožděńı

Speciálńım př́ıpadem rozvětveného obvodu s modelem regulované soustavy je obvod
kompenzuj́ıćı př́ıtomnost dopravńıho zpožděńı v regulované soustavě. Jeho blokové schéma
je na obrázku 9.8. Předpokládáme, že součást́ı soustavy je článek s dopravńım zpožděńım
o velikosti ∆. Model obsahuje stejný článek, mimo to je však k dispozici nezpožděný
výstup modelu. Přenos ř́ızeńı tohoto rozvětveného obvodu je

Fw(p) =
Y (p)

W (p)
=

R(p)S(p)e−∆p

1 + R(p)S(p)
(9.8)

V charakteristickém polynomu se nevyskytuje člen s dopravńım zpožděńım, což přisṕıvá ke
stabilitě systému. Praktická realizace modelu a dopravńıho zpožděńı ve spojité variantě
by byla velmi nákladná, proto se při realizaci použ́ıvá diskrétńı model ve struktuře s
diskrétńım regulátorem.

9.5 Shrnut́ı

V této kapitole jsme se seznámili s možnými blokovými schématy pro zlepšeńı vlast-
nost́ı jednoduchých regulátor̊u. Použ́ıvaj́ı se tam, kde kvalita jednoduchých regulátor̊u
nedostačuje. V závislosti na tom, co nám na regulačńım ději vad́ı se můžeme rozhodnout
pro některý typ regulačńıho obvodu, který jsme probrali v této kapitole, př́ıpadně pro
jejich kombinaci.
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9.6 Kontrolńı otázky

Otázka 9.1 Proč se použ́ıvaj́ı rozvětvené regulačńı obvody?

Otázka 9.2 Jaké typy rozvětvených regulačńıch obvod̊u znáte?

Otázka 9.3 Nakreslete jednotlivá schémata rozvětvených regulačńıch obvod̊u, určete přenosy
ř́ızeńı a poruchy, popǐste jejich hlavńı výhody a uved’te př́ıklady jejich použit́ı.

Otázka 9.4 Jakým zp̊usobem lze dosáhnout úplnou invariantnost regulačńıho obvodu na
poruše? Diskutujte možnost jej́ıho dosažeńı.

Otázka 9.5 Nakreslete blokové schéma rozvětveného regulačńıho obvodu, ve kterém lze
kompenzovat negativńı vliv dopravńıho zpožděńı v regulované soustavě.
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10 Syntéza regulačńıch obvod̊u se vzorkováńım

Věťsina dnes navrhovaných ř́ıdićıch algoritm̊u běž́ı na č́ıslicovém ř́ıdićım poč́ıtači. Al-
goritmus ř́ızeńı v něm neběž́ı spojitě, ale je spouštěn v diskrétńıch časových okamžićıch,
které jsou od sebe časově posunuty o periodu vzorkováńı. Systém̊um, které jsou ř́ızeny
takovýmto regulátorem ř́ıkáme systémy se vzorkováńım. Kromě toho zde docháźı také
ke kvantováńı signálu v amplitudě. Analogově-č́ıslicový převodńık převád́ı p̊uvodně analo-
gový signál na diskretizovaný signál, který nabývá konečného počtu úrovńı. Jev kvantováńı
m̊užeme v dnešńı době zanedbat, nebot’ se použ́ıvaj́ı převodńıky s rozlǐseńım 12 bit̊u, 16
bit̊u i v́ıce, které poskytuj́ı dostatečně přesné přibĺı̌zeńı se ke skutečné hodnotě. Pokud se
v obvodě vyskytuje jeden člen který pracuje diskrétně, muśıme celý obvod řešit pomoćı

-transformace (respektive modifikované m-transformace). Ta předpokládá, že všechny
vzorkovače pracuj́ı synchronně. V této kapitole budeme proto předpokládat, že doba výpočtu
algoritmu je nulová. V praxi se spokoj́ıme s t́ım, že je zanedbatelná ve srovnáńı s periodou
vzorkováńı. Pokud tomu tak neńı, m̊užeme tuto dobu zahrnout do zpožděńı soustavy a
regulátor potom navrhnout na soustavu s t́ımto zpožděńım.
Realizace č́ıslicového ř́ızeńı poč́ıtačem s sebou přináš́ı možnost měnit jednotlivé algoritmy
ř́ızeńı podle provozńıch podmı́nek, doplněńı lineárńıch algoritm̊u nelineárńımi logickými
podmı́nkami a konečně snadnou možnost realizace ř́ıdićıch algoritm̊u vyšš́ıch typ̊u (ex-
tremálńı, adaptivńı, apod.).
V prvńı části této kapitoly se seznámı́me s návrhem č́ıslicových korekčńıch člen̊u, které
se navrhuj́ı na základě požadavk̊u na tvar přenosu ř́ızeńı. Požadovaný přenos ř́ızeńı se
nem̊uže zvolit libovolně. Muśıme při tom dodržet jistá pravidla, jinak by nám mohl vyj́ıt
nerealizovatelný regulátor. Použit́ım č́ıslicových korekčńıch člen̊u lze dosáhnout konečného
regulačńıho děje, což u spojitých regulátor̊u dosáhnout nem̊užeme. Regulačńı děj m̊uže být
konečný pouze v okamžićıch vzorkováńı (slabš́ı varianta), nebo i mezi okamžiky vzorkováńı
(silněǰśı varianta) Silněǰśı varianta nás bude zaj́ımat v́ıce. V druhé části si ukážeme, jak
se dá navrhnout č́ıslicový korekčńı člen pokud jsou zadány požadavky na vyregulováńı
poruchy a požadovaný tvar přenosu poruchy. Ve třet́ı části ze zaměř́ıme na regulačńı ob-
vod se dvěma stupni volnosti, který navrhneme s ohledem na současně splněńı požadavk̊u
na přenos ř́ızeńı a přenos poruchy. Ve čtvrté části se zaměř́ıme na návrh jednoduchých
typ̊u diskrétńıch regulátor̊u P, PS, PD a PSD, které jsou obdobou jejich spojitých verźı.

10.1 Návrh ř́ıdićıho algoritmu podle požadovaných vlastnost́ı
přenosu ř́ızeńı

Předpokládejme, že regulačńı obvod má blokové schéma podle obrázku 4.7. Přenosovou
funkci tvarovače a soustavy označ́ıme FC(z), takže pro tvarovač nultého řádu plat́ı

FC(z) = ekv

{

1 − e−Tp

p
FS(p)

}

(10.1)

Přenosová funkce uzavřeného obvodu pro ř́ızeńı je

Fw(z) =
D(z)FC(z)

1 + D(z)FC(z)
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Stanov́ıme-li na základě daných požadavk̊u konkrétńı tvar této funkce, můžeme úpravou
uvedeného vztahu vyč́ıslit přenos ř́ıdićıho poč́ıtače

D(z) =
1

FC(z)

Fw(z)

1 − Fw(z)
(10.2)

V následuj́ıćıch odstavćıch této kapitoly ukážeme, jak se jednotlivé požadavky na statické i
dynamické vlastnosti regulátoru promı́tnou do tvaru požadované přenosové funkce Fw(z).

10.1.1 Fyzikálńı realizovatelnost ř́ıdićıho členu

Přenos spojité části obvodu (tvarovače a soustavy) je dán poměrem dvou polynomů P (z)
a Q(z), přičemž Q(z) je o m vyšš́ıho řádu než polynom P (z)

FC(z) =
P (z)

Q(z)
= gmz−m + gm+1z

−(m+1) + · · ·

V d̊usledku toho se akčńı zásah přivedený v čase t = 0 může na výstupu soustavy projevit
až za m period. Ř́ıkáme, že regulovaná soustava zp̊usobuje zpožděńı procházej́ıćıho signálu
o m period.

Přenosovou funkci ř́ızeńı můžeme také zapsat ve tvaru mocninné řady

Fw(z) =
Y (z)

W (z)
= fnz

−n + fn+1z
−(n+1) + · · ·

Ř́ıdićı člen D(z) je realizovatelný pouze tehdy, plat́ı-li m ≤ n. Tato podmı́nka vyplývá
př́ımo z rovnice (10.2). Dosad́ıme-li jednotlivé přenosy v rozvedeném tvaru.

D(z) =
1

gmz−m + gm+1z−(m+1) + · · ·(hnz
−n + hn+1z

−(n+1) + · · · )

Neńı-li m ≤ n, má nejméně jeden člen na pravé straně této rovnice kladný exponent u
proměnné z, a to znamená, že výstupńı veličina č́ıslicového regulátoru muśı předcházet
veličinu vstupńı, což neńı fyzikálně realizovatelné.

Pokud regulovaná soustava neobsahuje článek s dopravńım zpožděńım Td rovným nebo
větš́ım než je perioda vzorkováńı T , je m = 1. Soustava zp̊usobuje zpožděńı signálu o jednu
periodu. Nebráńı-li tomu jiné d̊uvody, může v takovém př́ıpadě mı́t přenosová funkce ř́ızeńı
tvar

Fw(z) = f1z
−1 + f2z

−2 + · · ·

10.1.2 Regulace na nulovou ustálenou odchylku

K vyjádřeńı podmı́nky pro Fw(z) (žádáme-li nulovou ustálenou odchylku v ustáleném
stavu) použijeme větu o konečné hodnotě vzorkované funkce. Pro obvod z obrázku 4.7
plat́ı

lim
n→∞

e(nT ) = lim
z→1

(1 − z−1)E(z) = lim
z→1

(1 − z−1)[W (z) − Y (z)] = 0
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Dosad́ıme Y (z) = Fw(z)W (z) a dostaneme

lim
z→1

(1 − z−1)W (z)[1 − Fw(z)] = 0

Pro jednotlivé typy ř́ıdićıho signálu w(t) muśı Fw(z) splňovat tyto podmı́nky:
pro w = konst., t.j.

W (z) =
Az

z − 1

1 − Fw(z) = (1 − z−1)G(z)

kde G(z) je libovolná racionálńı funkce lomená (ovšem bez pól̊u zk = 1)
pro w = t, t.j.

W (z) =
Tz

(z − 1)2

1 − Fw(z) = (1 − z−1)2G(z)

pro w = t2, t.j.

W (z) =
T 2z(z + 1)

(z − 1)3

1 − Fw(z) = (1 − z−1)3G(z)

Tyto podmı́nky lze obecně formulovat větou: Trvalá regulačńı odchylka při ř́ıdićım
signálu k-tého řádu je nulová tehdy, vyhovuje-li přenosová funkce ř́ızeńı rovnici

1 − Fw(z) = (1 − z−1)k+1G(z)

Pokud nemáme na přenos ř́ızeńı daľśı požadavky, můžeme volit G(z) = 1. Pak dostaneme
tzv. minimálńı tvary přenosových funkćı. Podle typu vstupńıho signálu w(t) plat́ı:

při w(t) = w0 Fw(z) = z−1

při w(t) = at Fw(z) = 2z−1 − z−2

při w(t) = bt2 Fw(z) = 3z−1 − 3z−2 + z−3

Odezvy obvod̊u s těmito přenosovými funkcemi na skok ř́ıdićıho signálu jsou nakresleny
na obrázku 10.1. Plná křivka plat́ı pro obvod navržený na konstantńı ř́ıdićı veličinu,
čárkovaná křivka plat́ı pro obvod navržený na lineárně nar̊ustaj́ıćı signál a tečkovaná
křivka plat́ı pro obvod navržený na vstupńı signál o konstantńım zrychleńı.

10.1.3 Konečná doba trváńı přechodného děje

Zde je třeba rozlǐsovat dva př́ıpady. Požadavek, aby přechodný děj byl konečný pouze
pokud se týká okamžik̊u vzorkováńı (pr̊uběh nakreslený na obrázku 10.2 čárkovaně) a
požadavek rozš́ı̌rený i na pr̊uběh mezi časy tn = nT (plná křivka v obrázku 10.2). Prvńı
podmı́nku lze formulovat tak, že diference dvou po sobě následuj́ıćıch hodnot y(nt) a
y[(n + 1)T ] muśı být od určitého k nulové. V druhém př́ıpadě muśı tomuto požadavku
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Obrázek 10.1: Odezvy na skokovou změnu žádané hodnoty pro obvody navržené na r̊uzné
pr̊uběhy ř́ıdićı veličiny (konstantńı, lineárně nar̊ustaj́ıćı a s konstantńım zrychleńım)
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Obrázek 10.2: Konečný přechodný děj v a mezi okamžiky vzorkováńı
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vyhovovat i diference hodnot y[(n + m)t] a y[(n + 1 + m)t] pro 0 ≤ m ≤ 1. Při ř́ıdićım
signálu typu jednotkového skoku plat́ı pro amplitudy výstupńı veličiny y(nt) rovnice

y(nT ) =
n
∑

i=0

fi

kde koeficienty fi urč́ıme z rozvoje přenosové funkce ř́ızeńı

Fw(z) =
Y (z)

W (z)
= f0 + f1z

−1 + f2z
−2 + · · ·

Má-li být splněna dř́ıve uvedená podmı́nka týkaj́ıćı se diferenćı, muśı od času tk = kT
platit

y[(k + j)T ] = y(kT ) pro j = 1, 2, 3, · · · ,∞
To ovšem znamená, že plat́ı y[(k+j)T ] = 0 a tedy rozvoj přenosové funkce Fw(z) muśı mı́t
konečný počet člen̊u. Podmı́nku konečné doby trváńı přechodného děje formuluje věta:

Přechodný děj v regulačńım obvodu je při změně ř́ıdićı veličiny konečný (v okamžićıch
vzorkováńı), jestliže přenosová funkce ř́ızeńı je vyjádřitelná polynomem o konečném počtu
člen̊u. Přechodný děj je konečný i v časech mimo okamžiky vzorkováńı, jestliže i Fw(z,m)
má konečný počet člen̊u pro všechna m z intervalu 〈0; 1〉. Tuto podmı́nku lze splnit pouze
tehdy, obsahuje-li funkce Fw(z,m) celý čitatelový polynom přenosu spojitě pracuj́ıćı části
obvodu P (z,m).

w(t) e(t)
T

D(z)

T
x∗(t)

FC(z, m)
y(t)

Obrázek 10.3: Regulačńı obvod s diskrétńım regulátorem

Má-li obvod blokové schéma podle obrázku 10.3 a jednotlivé přenosy jsou definovány
vztahy D(z) = A(z)

B(z)
, FC(z) = P (z,m)

Q(z)
, pak pro přenos ř́ızeńı plat́ı

Fw(z,m) =
D(z)FC(z,m)

1 + D(z)FC(z)
=

A(z)P (z,m)

B(z)Q(z) + A(z)P (z)

Volitelné jsou polynomy přenosu č́ıslicového regulátoru A(z) a B(z), přenos Fw(z) však
muśı obsahovat polynom P (z).

Podobným zp̊usobem lze dokázat, že akčńı veličina x(nT ) bude od určitého času kT
konstantńı (konečný počet krok̊u regulace) pouze tehdy, bude-li splněna širš́ı podmı́nka
konečného přechodného děje.
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10.1.4 Stabilita obvodu se soustavou, jej́ıž diskrétńı přenos obsahuje nuly a
póly mimo jednotkovou kružnici v rovině

Přenosová funkce ř́ızeńı Fw(z) muśı v tomto př́ıpadě vyhovovat daľśım požadavk̊um.
Předpokládejme, že přenos FC(z) lze psát ve tvaru

FC(z) =
z + a

z + b
QC(z)

kde |a| ≥ 1 i |b| ≥ 1 a zbytková funkce QC(z) již má všechny nuly i póly uvnitř jednotkové
kružnice. Pro jednoduchost jsme zvolili př́ıklad, kde pouze jedna nula −a a jeden pól −b
lež́ı vně jednotkové kružnice. Pro přenos ř́ızeńı plat́ı

Fw(z) =
D(z)FC(z)

1 + D(z)FC(z)
=

A(z)(z + a)QC(z)

B(z)(z + b) + A(z)(z + a)QC(z)

Požadujeme, aby tato funkce měla určitý žádaný tvar Fwk(z), takže pro přenos regulátoru
plat́ı

D(z) =
1

FC(z)

Fwk(z)

1 − Fwk(z)
=

z + b

z + a

1

QC(z)

Fwk(z)

1 − Fwk(z)

Pokud matematický model soustavy, reprezentovaný přenosem FC(z), zcela přesně odpov́ıdá
skutečnosti, budou nuly i póly přenosu soustavy kompenzovány póly a nulami přenosu
regulátoru a skutečný přenos ř́ızeńı bude roven požadovanému. Tento stav však v praxi
nebude nikdy dosažen, nebot’ každý přenos je pouze v́ıce či méně dokonalou aproximaćı
skutečných vlastnost́ı soustavy. Necht’ skutečné hodnoty nuly a pólu, lež́ıćıch vně jed-
notkové kružnice, jsou ā = a + ∆a a b̄ = b + ∆b. Přenos ř́ızeńı uzavřeného obvodu pak
je

Fw(z) =

z+b
z+a

1
QC(z)

Fwk(z)
1−Fwk(z)

z+ā
z+b̄

QC(z)

1 + čitatel
=

(z + b)(z + ā)Fwk(z)

(z + a)(z + b̄)[1 − Fwk(z)] + (z + b)(z + ā)Fwk(z)

V tomto př́ıpadě ke kompenzaci nedojde, vzniknou zde dipólové členy, které zp̊usob́ı nesta-
bilitu celého obvodu.

Stabilita bude zachována pouze tehdy, bude-li žádaná přenosová funkce ř́ızeńı vyhovo-
vat podmı́nkám

Fwk(z) = (z + a)M(z)

1 − Fwk(z) = (z + b)N(z) (10.3)

kde M(z) a N(z) jsou volitelné polynomy. Pro přenos regulátoru plat́ı

D(z) =
(z + b)

(z + a)

1

QC(z)

(z + a)M(z)

(z + b)N(z)
=

M(z)

N(z)QC(z)

a pro skutečný přenos ř́ızeńı

Fw(z) =
(z + ā)M(z)

(z + b̄)N(z) + (z + ā)M(z)
=

Fwk(z) + δ(z)

1 + ε(z)

Pokud se předpokládané i skutečné hodnoty nul i pól̊u lǐśı jen o malé hodnoty, jsou i
koeficienty v polynomech δ(z) a ε(z) malé a skutečný přenos ř́ızeńı se bude málo lǐsit od
žádaného přenosu. Následuj́ıćı př́ıklady slouž́ı pro ilustraci odvozených závislost́ı.
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Př́ıklad 10.1 Regulovaná soustava má spojitý přenos

FS(p) =
1

p(20p + 1)2

Tvarovaćı člen je nultého řádu a perioda vzorkováńı je T = 10s. Navrhněte diskrétńı
regulátor, který zajist́ı nulovou ustálenou odchylku při konstantńım ř́ızeńı.

Diskrétńı přenos celého zapojeńı je

FC(z) = ekv

{

1 − e−Tp

p2(20p + 1)2

}

= 0.32653z−1 (1 + 2.928z−1)(1 + 0.2072z−1)

(1 − z−1)(1 − 0.6065z−1)2

Požadujeme, aby ustálená odchylka při konstantńım ř́ızeńı byla rovna nule. Z toho vyplývá
podmı́nka

1 − Fwk(z) = (1 − z−1)G(z)

Nebudeme-li respektovat skutečnost, že se v přenosu soustavy vyskytuje jedna nula n1 =
−2.928 a jeden pól p1 = −1 mimo vnitřek jednotkové kružnice, můžeme volit G(z) = 1 a
tedy Fwk = z−1. Č́ıslicový regulátor má přenos

D(z) =
3.0625(1 − 0.6065z−1)2

(1 + 2.928z−1)(1 + 0.2072z−1)

Je-li skutečná hodnota přenosu soustavy

FC(z) = 0.32653z−1 (1 + 2.5z−1)(1 + 0.2072z−1)

(1 − z−1)(1 − 0.6065z−1)2

bude skutečný přenos ř́ızeńı

Fw(z) =
(1 + 2.5z−1)z−1

(1 + 2.5z−1)z−1 + (1 + 2.928z−1)(1 − z−1)
=

z + 2.5

z2 + 2.928z − 0.4276

Charakteristická rovnice je pouze druhého řádu a jej́ı kořeny jsou

z1,2 =
−2.928 ±

√
8.573 + 1.71

2
=

{

0.1394
−3.067

Jeden kořen lež́ı mimo jednotkovou kružnici a obvod je tedy nestabilńı.
Budeme-li respektovat dř́ıve uvedené požadavky s přihlédnut́ım ke stabilitě systému,

bude přenos ř́ızeńı popsán rovnicemi

Fwk = (1 + 2.928z−1)M(z)

1 − Fwk = (1 − z−1)N(z)

Druhá rovnice současně zajǐst’uje splněńı podmı́nky nulové ustálené odchylky. Tvary poly-
nomů M(z) a N(z) urč́ıme z požadavku rovnosti koeficient̊u u stejných mocnin proměnné
z

(1 − z−1)(1 + n1z
−1) = 1 − (1 + 2.928z−1)m1z

−1
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Koeficient m0 = 0 z d̊uvodu fyzikálńı realizovatelnosti systému. Koeficient n0 = 1, jak
plyne z podmı́nky pro nestabilńı póly. Řád obou polynomů voĺıme tak, aby výsledná
soustava rovnic jednoznačně určovala všechny koeficienty. Porovnáńım výraz̊u na obou
stranách rovnice dostaneme

n1 − 1 = −m1

−n1 = −2.928m1

a této soustavě rovnic vyhovuj́ı hodnoty m1 = 0.2546 a n1 = 0.7454.
Požadovaný přenos ř́ızeńı má tvar

Fwk = 0.2546z−1 + 0.7454z−2

Skutečný přenos ř́ızeńı vypoč́ıtáme dosazeńım jednotlivých přenos̊u

Fw(z) =
1+2.5z−1

1+2.928z−1
0.2546z−1+0.7454z−2

1−0.2546z−1−0.7454z−2

1 + čitatel
=

0.2546z + 0.6365

z2 − 0.1089

Kořeny charakteristické rovnice nyńı jsou

z1,2 = ±
√

0.1089 = ±0.33

takže obvod je stabilńı. Na obrázku 10.4 jsou nakresleny pr̊uběhy regulované veličiny při
skokové změně ř́ızeńı. Plná křivka odpov́ıdá př́ıpadu, kdy soustava má předpokládaný
přenos, čárkovaná křivka odpov́ıdá změněné přenosové funkci. V př́ıpadě ř́ıdićıho algo-
ritmu, který nerespektuje podmı́nky (10.3), jsou výsledkem simulaćı nestabilńı pr̊uběhy z
d̊uvodu zaokrouhlováńı při návrhu i při simulaci.
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Obrázek 10.4: Obrázek k př́ıkladu
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Př́ıklad 10.2 Regulovaná soustava má spojitý přenos

FS(p) =
1

(5p + 1)(p + 1)

Připojen je tvarovač nultého řádu, perioda vzorkováńı je T = 5s. Navrhněte diskrétńı
regulátor, který zajist́ı nulovou ustálenou odchylku při konstantńım ř́ızeńı a konečný reg-
ulačńı děj.

Modifikovaný diskrétńı přenos spojité části obvodu je

FC(z,m) = m

{

1 − e−Tp

p

1

(5p + 1)(p + 1)

}

=
p2(m)z2 + p1(m)z + p0(m)

q2z2 + q1z + q0

p2(m) = 1 − 1.25e−m + 0.25e−5m q2 = 1

p1(m) = 1.2584e−m − 0.3420e−5m − 0.3746 q1 = −0.3746

p0(m) = 0.0025 − 0.0084e−m − 0.0920e−5m q0 = 0.0025

Pro m = 0 má přenos hodnotu

FC(z) =
0.5418z + 0.0861

z2 − 0.3746z + 0.0025
=

P (z)

Q(z)

Podle požadavk̊u má přenos ř́ızeńı vyhovovat rovnićım

Fw(z) = P (z)R(z)

1 − Fw(z) = (1 − z−1)G(z)

Z hlediska realizovatelnosti muśı mı́t prvńı členy volitelných polynomů hodnoty r0 = r1 =
0 a g0 = 1. Daľśı členy urč́ıme z rovnice

1 − (0.5418z + 0.0861)r2z
−2 = (1 − z−1)(1 + g1z

−1)

ze které srovnáńım koeficient̊u u stejných mocnin z dostaneme

0.5418r2 = 1 − g1

0.0861r2 = g1

Soustavě vyhovuj́ı hodnoty r2 = 1.5926 a g1 = 0.1371. Požadovaný přenos ř́ızeńı má tvar

Fw(z) = 0.8629z−1 + 0.1371z−2

Přenos č́ıslicového korekčńıho členu je

D(z) = 1.5926
1 − 0.3746z−1 + 0.0025z−2

1 − 0.8629z−1 − 0.1371z−2
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Obrázek 10.5: Obrázek k př́ıkladu

Pr̊uběh odezvy na jednotkovou změnu ř́ıdićı veličiny je na obrázku 10.5 (plná čára). Pro
odezvu na konstantńı poruchu jednotkové velikosti, p̊usob́ıćı na vstupu do soustavy plat́ı

Y (z) =
FCU(z)

1 + FC(z)D(z)
=

0.5418z−1 + 0.1604z−2 + 0.0118z−3

1 − 0.3746z−1 + 0.0025z−2
=

= 0.5418z−1 + 0.3634z−2 + 0.1466z−3 + 0.0540z−4 + · · ·

Graf této odezvy je nakreslen na obrázku 10.5 rovněž plnou čarou.
Pro srovnáńı vyšetř́ıme ještě chováńı obvodu s algoritmem ř́ızeńı, navrženým podle

podmı́nky nulové ustálené odchylky a konečného přechodného děje jen pokud se týká
čas̊u vzorkováńı. Přenos ř́ızeńı muśı splňovat pouze podmı́nku

1 − Fw(z) = (1 − z−1)G(z)

kde G(z) je konečný polynom. Je zřejmé, že můžeme volit G(z) = 1 a pak Fw(z) = z−1.
Přenos ř́ıdićıho členu nyńı je

D(z) =
1 − 0.3746z−1 + 0.0025z−2

0.5418z−1 + 0.0861z−2
· z−1

(1 − z−1)
= 1.8457 · 1 − 0.3746z−1 + 0.0025z−2

1 − 0.8411z−1 − 0.1589z−2

Pro bližš́ı určeńı tvaru odezvy na skokově proměnné ř́ızeńı vypoč́ıtáme přenos v modifiko-
vané transformaci

Fw(z,m) =

Q(z)
P (z)

· Fw(z)
1−Fw(z)

· P (z,m)
Q(z)

1 + Fw(z)
1−Fw(z)

=
P (z,m)

P (z)
· Fw(z) =

p2(m)z + p1(m) + p0(m)z−1

0.5418z + 0.0861

Maximálńı hodnoty nabývá odezva v druhé periodě. Pro obraz odezvy plat́ı

Y (z,m) = Fw(z,m) ·W (z) =
P (z,m)

P (z)
· z−1

1 − z−1
=

p2(m)

0.5418
+

p1(m) + 0.8411p2(m)

0.5418
z−1 + · · ·
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Pro čas tm = T (1 + m), ve kterém nastává maximum muśı být

dx2(m)

dm
=

d

dm
· p1(m) + +0.8411p2(m)

0.5418
= 0

Dosad́ıme č́ıselné hodnoty a dostaneme

0.2070e−m − 0.1317e−5m = 0

odkud plyne

m = −1

4
ln

(

0.2070

0.6585

)

= 0.2893

Čas tm = 5(1 + 0.2893) = 6.4465s a maximálńı velikost odezvy je

y2(T · 1.2893) = 1.0899

Pr̊uběh odezvy na skokovou změnu ř́ızeńı i konstantńı poruchu, p̊usob́ıćı opět na vstupu
soustavy, jsou naznačeny na obrázku 10.5 čárkovaně. Odezva na poruchu má obraz

YU(z) =
FCU(z)

1 + D(z)FC(z)
= FCU(z)(1 − z−1) = FC(z)

takže odezva na poruchový signál typu jednotkového skoku je totožná s odezvou samotné
soustavy (s tvarovačem) na jednotkový impuls:

y(t) = 1 − 1.25e−0.2t + 0.25e−t pro 0 ≤ t ≤ T

y(t) = 1.25e−0.2t(e − 1) − 0.25e−t(e5 − 1) = 2.148e−0.2t − 36.85e−t pro T ≤ t

Př́ıklad 10.3 Konečnou dobu regulace m̊užeme dosáhnout i tehdy, obsahuje-li regulo-
vaná soustava dopravńı zpožděńı. Často se přenos̊u prvńıho řádu s dopravńım zpožděńım
použ́ıvá k aproximaci skutečné přenosové funkce. Výhodou je, že ř́ıdićı algoritmy jsou
pouze druhého řádu a nároky na pamět’ a rychlost ř́ıdićıho poč́ıtače nejsou př́ılǐs veliké.
Necht’ přenos soustavy je ve tvaru

FS(p) =
e−ap

τp + 1

a tvarovaćı člen je opět nultého řádu. Dále předpokládejme, že plat́ı a < T .

Diskrétńı přenos celé soustavy v modifikované m transformaci je

FC(z,m) = m

{

1 − e−Tp

p

1

(τp + 1)

}

m=1−a/T

z−1 =
(1 − c) − (d − c)z−1

z − d

kde
d = e−

T
τ a c = e−

T
τ

(1− a
T

)
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Při požadované nulové ustálené odchylce pro konstantńı ř́ıdićı veličinu bude přenos ř́ıdićıho
členu

D(z) =
(z − d)z

(1 − d)z2 − (1 − c)z + (d − c)

Tak např́ıklad pro hodnoty T = 1, τ = 1 a a = 0.5 bude d = 0.3679, c = 0.6065 a přenos
D(z)

D(z) = 1.5820
1 − 0.3679z−1

1 − 0.6225z−1 − 0.3775z−2

Přenos ř́ızeńı je

Fw(z) =
1

1 − d

[

(1 − c)z−1 + (c − d)z−2
]

= 0.6225z−1 + 0.3775z−2

Tvar odezvy na jednotkovou změnu ř́ızeńı a odpov́ıdaj́ıćı pr̊uběh akčńı veličiny x(nT ) jsou
zakresleny na obrázku 10.6. Grafické znázorněńı ř́ıdićıho algoritmu je na obrázku 10.7.
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Obrázek 10.6: Obrázek k př́ıkladu

Př́ıklad 10.4 Postup návrhu ř́ıdićıho algoritmu z̊ustává stejný i tehdy, klademe-li na
pr̊uběh regulačńıho děje zvýšené požadavky. Zvěťśı se počet podmı́nkových rovnic a t́ım
i pracnost výpočtu. Regulovaná soustava je třet́ıho řádu, astatická a jej́ı spojitý přenos
(včetně tvarovaćıho členu) je

FC(p) =
1 − e−Tp

p2(20p + 1)2

Perioda vzorkováńı je T = 10s.

Tomu odpov́ıdá diskrétńı přenos

FC(z) = 0.324
(1 + 2.95z−1)(1 + 0.21z−1)z−1

(1 − z−1)(1 − 0.607z−1)2

Požadujeme konečný počet krok̊u regulace a nulovou ustálenou odchylku při lineárně
nar̊ustaj́ıćım ř́ıdićım signálu w(t) = t. Jednotlivé požadavky formuluj́ı následuj́ıćı podmı́nkové
rovnice:
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e(nT )
1.5820 e−Tp

0.6225

−0.368

e−Tp

0.3775

x(nT )

Obrázek 10.7: Grafické znázorněńı realizace

1. fyzikálńı realizovatelnost regulátoru

Fw(z) = f1z
−1 + · · ·

2. stabilita
Fw(z) = (1 + 2.95z−1)M(z)

1 − Fw(z) = (1 − z−1)N(z)

3. nulová ustálená odchylka

1 − Fw(z) = (1 − z−1)2G(z)

tato podmı́nka je př́ısněǰśı něž druhá rovnice z bodu 2.

4. konečný regulačńı děj

Fw(z) = (1 + 2.95z−1)(1 + 0.21z−1)z−1R(z)

tento požadavek je opět př́ısněǰśı než prvńı podmı́nka bodu 2.

Můžeme tedy celý bod 2. vynechat a nahradit jej body 3. a 4. Vzhledem k bod̊um 1.
a 4. budou mı́t volitelné polynomy tvar

G(z) = 1 + g1z
−1 + · · · + gkz

−k

R(z) = r0 + r1z
−1 + · · · + rk−1z

−(k−1)
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Koeficienty g1, · · · , gk a r0, · · · , rk−1 vypoč́ıtáme z podmı́nky rovnosti koeficient̊u u stejných
mocnin z−1 v následuj́ıćı rovnici

(1 − z−1)2(1 + g1z
−1 + · · · + gkz

−k) =

= 1 − z−1(1 + 2.95z−1)(1 + 0.21z−1)(r0 + r1z
−1 + · · · + rk−1z

−(k−1))

Počet neznámých koeficient̊u je roven počtu rovnic při k = 2. Neznámé koeficienty jsou
g1 = 1.385, g2 = 0.2452, r0 = 0.6152 a r1 = −0.4043. Odpov́ıdaj́ıćı přenos ř́ızeńı má tvar

Fw(z) = 0.6152z−1 + 1.524z−2 − 0.8943z−3 − 0.2452z−4
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Obrázek 10.8: Obrázek k př́ıkladu

Pr̊uběh odezvy na jednotkový skok ř́ızeńı je na obrázku 10.8. Je zřejmé, že obvod neńı
pro tento typ signálu vhodně navržen, nebot’ překmit je větš́ı než 100%. Je proto třeba
upravit vlastnosti obvodu daľśım rozš́ı̌reńım požadavk̊u. Postup je popsán v následuj́ıćım
odstavci.

10.1.5 Daľśı požadavky na regulačńı pochod

Kromě požadovaných vlastnost́ı regulace, uvedených v předcházej́ıćıch odstavćıch této
kapitoly, je v některých př́ıpadech nutné připojit daľśı požadavky, vyplývaj́ıćı bud’ z
konstrukčńıch podmı́nek, nebo z podmı́nek daných jinými kritérii. Nejčastěji to bývá
maximálńı dovolený překmit a omezeńı akčńı veličiny vzhledem k realizaci tvarovaćıho
členu. Splněńı těchto dodatečných požadavk̊u zajist́ıme formulaćı daľśıch podmı́nkových
rovnic, které pak maj́ı za následek rozš́ı̌reńı jak polynomu vyjadřuj́ıćıho přenos ř́ızeńı, tak
i nárok̊u na pamět’ pamět’ových buněk ř́ıdićıho poč́ıtače.

Maximálńı překmit odezvy můžeme zmenšit tak, že přenos ř́ızeńı rozš́ı̌ŕıme př́ıdavným
polynomem (nejméně dvojčlenným). K již dř́ıve uvedeným rovnićım přibude daľśı ve tvaru

y(nT ) =
n
∑

i=0

fi ≤ (1 + 0.01H)

kde H je povolený překmit v procentech a fi jsou koeficienty rozvoje přenosu ř́ızeńı v
nekonečnou řadu. Postup v praxi ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.
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Př́ıklad 10.5 Regulačńı obvod u kterého požadujeme nulovou ustálenou odchylku při lineárně
nar̊ustaj́ıćı ř́ıdićı veličině, má přenos ve tvaru

Fw(z) = 2z−1 − z−2

což vyplývá z podmı́nky
1 − Fw(z) = (1 − z−1)2G(z)

kde G(z) = 1. Překmit odezvy na skokově proměnný signál je 100% pokud se týká čas̊u
vzorkováńı tn = nT . Je-li soustava vyšš́ıho než prvńıho řádu, je skutečný překmit ještě
věťśı, jak ukazuje obrázek 10.9 (plnou čarou).
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G(z) = 1

G(z) = 1 + 0.5z−1

G(z) = 1 + 1.667z−1 + 0.333z−2

Obrázek 10.9: Obrázek k př́ıkladu

Přenos ř́ızeńı rozš́ı̌ŕıme dvojčlenem a dostaneme rovnici

1 − Fw(z) = (1 − z−1)2(1 + g1z
−1)

Fw(z) = (2 − g1)z
−1 + (2g1 − 1)z−2 − g1z

−3

Pro amplitudy odezvy na jednotkový skok ř́ızeńı plat́ı

y(0) = 0

y(T ) = 2 − g1

y(2T ) = 1 + g1

y(3T ) = 1
...

Posuzujeme-li regulačńı pochod pouze podle hodnot odezvy v okamžićıch vzorkováńı,
bude zřejmě optimálńı, když g1 = 0.5. Přenos ř́ızeńı pak je

Fw(z) = 1.5z−1 − 0.5z−3

a pr̊uběh odezvy odpov́ıdá čárkované křivce v obrázku 10.9. Rozš́ı̌ŕıme-li p̊uvodńı přenosovou
funkci trojčlenem,

1 − Fw(z) = (1 − z−1)2(1 + g1z
−1 + g2z

−2)
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Fw(z) = (2 − g1)z
−1 + (2g1 − 1 − g2)z

−2 + (2g2 − g1)z
−3 − g2z

−4

bude pro amplitudy y(nT ) platit

y(0) = 0

y(T ) = 2 − g1

y(2T ) = 1 + g1 − g2

y(3T ) = 1 − g2

y(4T ) = 1
...

Pokud přihĺıž́ıme opět pouze k čas̊um vzorkováńı, je optimálńı volba konstant g1 =
0.67 a g2 = 0.33, nebot’ pak amplitudy y(nT ) pro n = 1, 2 a 3 jsou stejné a rovné 1.33
(tečkovaný pr̊uběh v obrázku 10.9). Zde je pak ale vhodné sledovat též skutečné maximu
a návrh algoritmu upravit s ohledem na celkový pr̊uběh.

Z fyzikálńıho názoru vyplývá, že č́ım rychleǰśı má být přechodný děj (č́ım dř́ıve má
být dosaženo žádané hodnoty), t́ım větš́ı amplitudy akčńı veličiny je třeba použ́ıt. Akčńı
veličina je však vždy omezena co do maximálńı amplitudy a k tomu je též třeba přihĺıžet
při návrhu ř́ıdićıho algoritmu. Jakmile žádaná hodnota je tak veliká, že odpov́ıdaj́ıćı akčńı
zásah vyboč́ı z pásma linearity, přestanou platit odvozené vztahy a regulačńı pochod již
neprob́ıhá podle stanovených podmı́nek. Pro akčńı veličinu plat́ı

X(z) =
D(z)

1 + FC(z)D(z)
W (z) =

Fw(z)

FC(z)
W (z)

w(t) e(t)
T

D(z)
x(t)

T

Tvarovaćı
člen

1

(5p + 1)(p + 1)

y(t)

Obrázek 10.10: Regulačńı obvod s omezeńım akčńıho zásahu

Jestliže při dovolené velikosti vstupńıch signál̊u překroč́ı jednotlivé amplitudy x(nT )
stanovené meze, je nutné upravit přenos Fw(z). Pro systém na obrázku 10.10 byly navrženy
tři ř́ıdićı algoritmy, které splňuj́ı podmı́nku nulové ustálené odchylky při lineárně nar̊ustaj́ıćım
ř́ıdićım signálu. Algoritmus D1(z) odpov́ıdá přenosu Fw(z) = 2z−1 − z−2, algoritmus
D2(z) je vypoč́ıtán pro přenos Fw(z) = 1.5z−1 − 0.5z−3 a algoritmus D3(z) je vypoč́ıtán
pro přenos Fw(z) = 1.333z−1 − 0.33z−4. Hodnoty akčńı veličiny, odchylky a regulované
veličiny pro prvńıch sedm period vzorkováńı při skokové změně ř́ızeńı o jedničku jsou
uvedeny v tabulce 10.1.

Rozš́ı̌rené tvary přenosových funkćı je často třeba volit i z daľśıho d̊uvodu. Peri-
oda měřeńı (vzorkováńı) regulované veličiny je v praxi určována nejen s přihlédnut́ım
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t 0 1T 2T 3T 4T 5T 6T
w(nT ) 1 1 1 1 1 1 1
y(nT ) 0 1.5171 1.7082 0.9370 0.8980 0.9619 0.9860

D1(z) e(nT ) 1.0000 -0.5171 -0.7082 0.0630 0.1020 0.0381 0.0140
x(nT ) 2.8000 1.6591 0.2917 0.9710 1.0046 0.9993 1.0001
y(nT ) 0 1.5 1.5 1.0 1.0 1.0 1.0

D2(z) e(nT ) 1.0 -0.5 -0.5 0.0 0.0 0.0 0.0
x(nT ) 2.7684 1.2918 0.6103 1.0642 0.9898 1.0016 0.9997
y(nT ) 0 1.3333 1.3333 1.3333 1.0 1.0 1.0

D3(z) e(nT ) 1.0 -0.3333 -0.3333 -0.3333 0.0 0.0 0.0
x(nT ) 2.4609 1.1481 1.3627 0.7135 1.0470 0.9925 1.0012

Tabulka 10.1: Srovnáńı hodnot jednotlivých signál̊u

k potřebám regulace, ale též na podkladě požadavk̊u daných potřebami informačńıho
systému, sledováńım mezńıch hodnot a pod. Tak se může stát, že tato perioda vzorkováńı
je menš́ı než jaká by byla optimálńı s ohledem na omezeńı akčńı veličiny. V systému je
pak možné zavést dvoj́ı periodu vzorkováńı. Periodu T1 pro měřeńı a periodu T2 pro akčńı
zásahy. V takovém př́ıpadě pak lze signál z čidla regulované veličiny podrobit č́ıslicové
filtraci a sńıžit tak vliv náhodných poruch (obrázek 10.11).

w(t) e(t)
D(z)

x(t)
T2

Tvarovaćı
člen

FS(p)
y(t)

T1

Čı́slicový
filtr

Obrázek 10.11: Regulačńı obvod s r̊uznými periodami vzorkováńı

10.2 Návrh ř́ıdićıho algoritmu podle požadavk̊u na přenos poruchy

Obvykle předpokládáme, že poruchový signál p̊usob́ı na vstupu regulované soustavy spolu
s akčńı veličinou (obrázek 10.12).

Přenos poruchy v uzavřeném obvodě je

Fu(z,m) =
FSU(z,m)

1 + FC(z)D(z)
· 1

U(z)
(10.4)

kde
FSU(z,m) = m {FS(p)U(p)}



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 177

w(t) e(t)
T

D(z)
x(t)

T

Tvarovaćı
člen

FS(p)
y(t)

u(t)

Obrázek 10.12: Regulačńı obvod s poruchou na vstupu soustavy

a

FC(z) = ekv

{

1 − e−Tp

p
FS(p)

}

Jak je zřejmé, tvar přenosu poruchy záviśı na typu poruchy. Tato závislost poněkud komp-
likuje rozbor chováńı systému. Pokud předpokládáme pouze skokově proměnný poruchový
signál (a ke změnám docháźı jen v časech vzorkováńı), můžeme schéma obvodu překreslit
podle obrázku 10.13.
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Obrázek 10.13: Regulačńı obvod se vzorkovanou poruchou

Přenos poruchy je nyńı

Fu(z,m) =
FC(z,m)

1 + FC(z)D(z)
(10.5)

Tento vzorec plat́ı pouze za dř́ıve uvedených podmı́nek, jinak je třeba použ́ıvat vztah
(10.4). Pro přenos Fu(z,m) plat́ı podobné podmı́nkové rovnice jako pro přenos ř́ızeńı.

10.2.1 Fyzikálńı realizovatenost regulátoru

Necht’ je přenos spojité části obvodu

FC(z) =
P (z)

Q(z)
= g1z

−1 + g2z
−2 + · · ·

Protože porucha p̊usob́ı soustavou FC(z), nemůže se na výstupu objevit rychleji, než je
reakce soustavy, proto

FU(z) = u1z
−1 + u2z

−2 + · · ·
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Z rovnice (10.5) plyne

D(z) =
FC(z) − Fu(z)

FC(z)Fu(z)

Dosazeńım výše definovaných přenos̊u FU(z) a FC(z) źıskáváme

D(z) =
g1z

−1 + g2z
−2 + · · · − u1z

−1 − u2z
−2 − · · ·

g2
1z

−2 + g1(g2 + u2)z−3 + · · ·
Má-li být přenos D(z) realizovatelný, nesmı́ být řád čitatele vyšš́ı než řád jmenovatele.

To bude splněno, pokud bude
g1 − u1 = 0

Prvńı člen v rozvoji přenosu Fu(z) muśı být roven prvńımu členu rozvoje FC(z).
Vyplývá to také př́ımo z fyzikálńıho názoru, nebot’ p̊usobeńım regulátoru můžeme

pr̊uběh odezvy na poruchový signál ovlivnit teprve tehdy, až se projev́ı p̊usobeńı poruchy
- až vznikne regulačńı odchylka.

Pro systémy s dopravńım zpožděńım, kdy soustava zpožd’uje o k krok̊u (kde k > 1),
se muśı shodovat prvńıch k člen̊u rozvoje přenosu Fu(z) a FC(z).

10.2.2 Nulová odchylka v ustáleném stavu

Pro regulačńı odchylku při p̊usobeńı poruchy plat́ı

E(z) = −Y (z) = −Fu(z)U(z)

Podmı́nku nulové ustálené odchylky odvod́ıme pomoćı věty o konečné hodnotě

lim
n→∞

e(nT ) = lim
z→1

(1 − z−1)E(z) = − lim
z→1

(1 − z−1)Fu(z)U(z) = 0

Z toho vyplývaj́ı následuj́ıćı podmı́nky:

pro u(t) = u0 Fu(z) = (1 − z−1)G(z)

pro u(t) = at Fu(z) = (1 − z−1)2G(z)

pro u(t) = bt2 Fu(z) = (1 − z−1)3G(z)

kde G(z) je volitelný polynom.

10.2.3 Konečná doba trváńı přechodného děje

Stejným zp̊usobem jako v př́ıpadě přenosu ř́ızeńı odvod́ıme tyto podmı́nky:
Přechodný děj (sledovaný pouze v okamžićıch vzorkováńı) je konečný tehdy, má-li

přenos poruchy Fu(z) v rozvedeném tvaru konečný počet člen̊u. Pro konečný počet krok̊u
regulace (přechodný děj konečný i mezi časy vzorkováńı) je třeba, aby i rozvoj modifiko-
vaného přenosu Fu(z,m) měl konečný počet člen̊u. Snadno se přesvědč́ıme, že v tomto
př́ıpadě lze podmı́nku splnit pouze tehdy, obsahuje-li přenos poruchy celý čitatelový poly-
nom spojité části soustavy

Fu(z,m) = P (z,m)R(z)
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kde

FC(z,m) =
P (z,m)

Q(z)

Př́ıklad 10.6 Regulovaná soustava má spojitý přenos

FS(p) =
1

(5p + 1)(p + 1)

Perioda vzorkováńı je T = 5s. Navrhněte diskrétńı regulátor D(z) tak, aby při konstantńı
poruše p̊usob́ıćı na vstupu soustavy byla ustálená odchylka nulová a počet krok̊u regulace
konečný.

Přenos poruchy muśı splňovat tyto rovnice

Fu(z) = (1 − z−1)(g0 + g1z
−1 + · · · )

Fu(z) = P (z)(r0 + r1z
−1 + · · · )

Diskrétńı přenos soustavy s tvarovačem je

FC(z) =
0.5418z−1 + 0.0861z−2

1 − 0.3746z−1 + 0.0025z−2

Soustava zpožd’uje procházej́ıćı signál o jeden impuls a prvńı členy volitelných polynomů
maj́ı tedy hodnoty g0 = 0, g1 = p1 a r0 = 1. Porovnáńım koeficient̊u v obou podmı́nkových
rovnićıch vypoč́ıtáme hodnoty ostatńıch člen̊u

(1 − z−1)(g1z
−1 + g2z

−2) = (0.5418z−1 + 0.0861z−2)(1 + r1z
−1)

g1 = 0.5418 , g2 = 0.0861 a r1 = −1

Přenos poruchy pak je

Fu(z) = 0.5418z−1 − 0.4557z−2 − 0.0861z−3

a přenos ř́ıdićıho členu

D(z) =
1

Fu(z)
− 1

FC(z)
=

1 − Q(z)(1 − z−1)

P (z)(1 − z−1)
=

1.3746 − 0.3771z−1 + 0.0025z−2

0.5418z−1 − 0.4557z−2 − 0.0861z−3

Pro přenos ř́ızeńı plat́ı

Fw(z,m) =
FC(z,m)D(z)

1 + FC(z)D(z)
= Fu(z,m)D(z)

Podle daných podmı́nek přenos poruchy je

Fu(z,m) = P (z,m)(1 − z−1)
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a přenos ř́ıdićıho členu

D(z) =
FC(z) − Fu(z)

FC(z)Fu(z)

Dosad́ıme-li tyto vztahy do rovnice pro přenos ř́ızeńı, dostaneme

Fw(z,m) = P (z,m)(1 − z−1)

P (z)
Q(z)

− P (z)(1 − z−1)

P (z)
Q(z)

· P (z)(1 − z−1)
=

P (z,m)

P (z)

[

1 − Q(z)(1 − z−1)
]

Z této rovnice je zřejmé, že přechodný děj při změně ř́ıdićı veličiny je konečný pouze v
okamžićıch vzorkováńı, nebot’ přenos Fw(z,m) má konečný počet člen̊u jen při m = 0.
Pak plat́ı

Fw(z) = 1.3746z−1 − 0.3771z−2 + 0.0025z−3

Pro časy, rovné polovině periody vzorkováńı, vypoč́ıtáme

Fw(z, 0.5) =
0.3606 + 0.3966z−1 − 0.1283z−2 − 0.0010z−3

0.5418 + 0.0861z−1

Odezvy na jednotkový skok ř́ızeńı a poruchy jsou nakresleny na obrázku 10.14 (plné
křivky).
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Obrázek 10.14: Obrázek k př́ıkladu

Kdybychom požadovali při skokové poruše přechodný děj konečný pouze v časech
vzorkováńı, stačilo by, aby přenos poruchy vyhovoval rovnici

Fu(z) = (1 − z−1)p1z
−1

kde p1 je prvńı člen v rozvoji funkce FC(z). To vyplývá z požadavku realizovatelnosti
ř́ıdićıho členu. Pro uvedený př́ıpad plat́ı

Fu(z) = 0.5418z−1 − 0.5418z−2
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a přenos ř́ıdićıho členu nyńı je

D(z) =
1

(1 − z−1)p1z−1
− Q(z)

P (z)
=

1.5336 − 0.3771z−1 + 0.0025z−2

0.5418 − 0.4557z−1 − 0.0861z−2

Přenos ř́ızeńı pak bude

Fw(z) = p1(1 − z−1)z−1

P (z)
Q(z)

− p1(1 − z−1)z−1

P (z)
Q(z)

(1 − z−1)p1z−1
=

= 1 − Q(z)

P (z)
p1(1 − z−1)z−1 =

0.8309z−1 − 0.2044z−2 + 0.0014z−3

0.5418 + 0.0861z−1
=

= 1.5336z−1 − 0.6209z−2 + 0.1013z−3 + · · ·

V tomto př́ıpadě neńı přechodný děj konečný ani v okamžićıch vzorkováńı. Odezvy na
skok ř́ızeńı i poruchy při tomto ř́ıdićım algoritmu jsou čárkovaně nakresleny na obrázku
10.14.

10.3 Regulačńı obvody se dvěma korekčńımi členy

V praxi jsou často požadavky na přenos ř́ızeńı i poruchy kladeny současně. Požadujeme,
aby byla konečná i mezi okamžiky vzorkováńı odezva na ř́ızeńı a zároveň na poruchu.
V tomto př́ıpadě nelze dosáhnout požadovaných minimálńıch realizaćı přenosu žádané
hodnoty a odchylky ve tvaru

Fw(z) = P (z) · k (10.6)

Fu(z) = (1 − z−1)P (z) (10.7)

kde

k =
1

p1 + p2 + · · · + pn

použit́ım jediného korekčńıho členu. To je možné pouze za podmı́nky rozš́ı̌reńı polynomů
Fw(z) a Fu(z) o vhodné polynomy. Minimálńıch realizaćı lze dosáhnout použit́ım reg-
ulačńıho obvodu se dvěma korekčńımi členy, jehož schéma je ukázáno na obrázku 10.15.

Toto schéma s sebou nepřináš́ı změnu v př́ıstrojovém uspořádáńı. Zapojeńım ř́ıdićıho
členu D2(z) vzrostou pouze požadavky na programové vybaveńı ř́ıdićıho poč́ıtače. Jsou-li
zapojeny dva ř́ıdićı členy, plat́ı pro přenos ř́ızeńı a poruchy

Fw(z) =
FC(z)D1(z)

1 + FC(z)D1(z)D2(z)

Fu(z) =
FC(z)

1 + FC(z)D1(z)D2(z)

odkud lze vypoč́ıtat jednotlivé ř́ıdićı algoritmy

D1(z) =
Fw(z)

FC(z)[1 − D2(z)Fw(z)]
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Obrázek 10.15: Diskrétńı regulačńı obvod se dvěma stupni volnosti

D2(z) =
FC(z) − FU(z)

FC(z)Fu(z)D1(z)

Pro požadavky uvedené v rovnićıch (10.6) a (10.7) dostaneme

D1(z) =
k

(1 − z−1)

D2(z) =
1 − (1 − z−1)Q(z)

sP (z)

Kde s je konstanta zajǐst’uj́ıćı jednotkové statické ześıleńı přenosu ř́ızeńı.

Př́ıklad 10.7 Pro soustavu s diskrétńım přenosem

FC(z) =
0.5418z−1 + 0.0864z−2

1 − 0.3746z−1 + 0.0025z−2

navrhněte regulátory D1(z) a D2(z) tak, aby byl regulačńı děj na skokovou změnu ř́ızeńı i
poruchy konečný i mezi okamžiky vzorkováńı.

Budeme hledat minimálńı realizaci přenosu ř́ızeńı a poruchy, proto muśı být splněny
rovnice (10.6) a (10.7). Přenos ř́ıdićıho členu v př́ımé větvi bude

D1(z) =
1

0.6279(1 − z−1)
=

1.5926

1 − z−1

a přenos ř́ıdićıho členu ve zpětné vazbě

D2(z) =
1.5930 − 0.4370z−1 + 0.0029z−2

1 + 0.1589z−1

Odezva obvodu na jednotkovou skokovou změnu ř́ızeńı i skok poruchy jsou na obrázku ...

10.4 Návrh ř́ıdićıho algoritmu s omezeným počtem člen̊u. Regulátory
typu P, S, PS, PD a PSD

Přenosové funkce ř́ıdićıho členu, vypoč́ıtané na základě požadavk̊u na dynamické i stat-
ické vlastnosti regulačńıho obvodu, mohou být značně složité. Ve skutečném provozu však
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málokdy bývá dosaženo přesného souhlasu mezi požadovaným a skutečným pr̊uběhem
regulačńıho děje. Matematický model soustavy, se kterým při návrhu pracujeme, neod-
pov́ıdá většinou naprosto přesně skutečným vlastnostem soustavy a je jen jejich aprox-
imaćı. Naskýtá se pak otázka, zda velmi složitý a na rychlost i kapacitu náročný ř́ıdićı
algoritmus je výhodný. Často vystač́ıme s jednodušš́ım tvarem přenosu D(z), aniž do-
jde k podstatnému zhoršeńı kvality regulačńıho děje. Pro návrh regulátoru s omezeným
počtem koeficient̊u v přenosu můžeme použ́ıt tři r̊uzné metody. Lǐśı se t́ım, na kterém
stupni projektu použijeme aproximace.

10.4.1 Zjednodušeńı přenosu soustavy

Přenos regulované soustavy nahrad́ıme přenosem nejvýše druhého řádu, nebo prvńıho
řádu s dopravńım zpožděńım. Při běžných požadavćıch (např. podle odstavce 10.1 nebo
10.2 této kapitoly) je vypoč́ıtaný přenos ř́ıdićıho členu ve tvaru

D(z) =
d0 + d1z

−1 + d2z
−2

1 + c1z−1 + c2z−2

Blokové schéma algoritmu, který realizuje tento ř́ıdićı člen je na obrázku 10.16. Pro
výpočet okamžité hodnoty akčńı veličiny je třeba pěti násobeńı a čtyř součt̊u. V paměti
je obsazeno 7 buněk. Tento postup dává poměrně dobré výsledky, zálež́ı ovšem hlavně na
použité aproximačńı metodě.

e(nT )

d0

e−Tp

−c1

d1

e−Tp

−c2

d2

x(nT )

Obrázek 10.16: Grafické znázorněńı realizace

10.4.2 Zjednodušeńı navrženého regulátoru

Přenos ř́ıdićıho členu navrhneme podle skutečného přenosu regulované soustavy a zadaných
požadavk̊u. Vypoč́ıtaný přenos D(z) pak nahrad́ıme jednodušš́ım typem, který svými
vlastnostmi odpov́ıdá spojitým regulátor̊um typu P, I, PI, PD nebo PID.
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Při vytvářeńı PSD regulátoru jako analogie PID regulátoru se většinou vycháźı z tvaru
přenosu regulátoru z rovnice (4.5)

FR(p) = KR

(

1 + TDp +
1

TIp

)

(10.8)

V regulačńım schématu vstupuje do regulátoru odchylka. V časové oblasti se dá p̊usobeńı
PID regulátoru popsat rovnićı

u(t) = KR

(

e(t) + TD
de(t)

dt
+

1

TI

∫ t

0

e(τ)dτ

)

(10.9)

Jak již bylo popsáno v kapitole 4, je tento typ popisu vhodný k praktické realizaci z
d̊uvodu snadné fyzikálńı názornosti. Jedná se o tvar regulátoru, kdy se odděleně vytvářej́ı
jeho jednotlivé složky. Proporcionálńı složka z̊ustává v diskrétńı verzi stejná, jako ve verzi
spojité. Derivace se nahrad́ı výpočtem diference

de

dt
→ e(k) − e(k − 1)

T
≈ 1 − z−1

T

, kde T je perioda vzorkováńı. V př́ıpadě integrace se použ́ıvá obdélńıková popř́ıpadě
lichoběžńıková aproximace. U obdélńıkové aproximace se nahrad́ı pr̊uběh mezi okamžiky
vzorkováńı jednou jeho krajńı hodnotou s t́ım, že se uvažuje, že se mezi okamžiky vzorkováńı
neměńı. Pokud vezmeme levou krajńı hodnotu, jedná se o dopřednou obdélńıkovou aprox-
imaci. Pokud bychom naopak zvolili pravou krajńı hodnotu, jednalo by se o zpětnou
obdélńıkovou aproximaci. V př́ıpadě lichoběžńıkové aproximace se pr̊uběh mezi dvěma
okamžiky vzorkováńı nahrad́ı úsečkou, spojuj́ıćı levou a pravou krajńı hodnotu. Integrál
tohoto pr̊uběhu odpov́ıdá obsahu lichoběžńıku. Uvažujme pro jednoduchost zpětnou obdélńıkovou
aproximaci. Potom se dá integál nahradit následuj́ıćı sumaćı

∫ t

0

e(τ)dτ =

∫ NT

0

e(τ)dτ → T
N
∑

n=0

e(n) ≈ T

1 − z−1

S uvážeńım těchto zjednodušeńı přecháźı rovnice (10.9) na tvar

u(k) = KR

(

e(k) +
TD

T
(e(k) − e(k − 1)) +

T

TI

k
∑

i=0

e(i)

)

(10.10)

ze kterého urč́ıme diskrétńı přenosovou funcki PSD regulátoru

FR(z−1) = KR

(

1 +
TD

T
(1 − z−1) +

T

TI

1

1 − z−1

)

(10.11)

Blokové schéma PSD regulátoru je na obrázku 10.17.
Derivačńı složka v rovnici (10.8) je jak v́ıme nerealizovatelná. V praxi se doplňuje re-

alizačńı konstantou (εp+1) ve jmenovateli. Pro dosažeńı lepš́ıho chováńı PSD regulátoru,
jako diskrétńı verze PID regulátoru, se často realizačńı konstanta převád́ı i do této diskrétńı
verze, ikdyž to z hlediska realizovatelnosti neńı nutné.
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Obrázek 10.17: PSD regulátor

V tabulce 10.2 jsou uvedeny jednotlivé typy těchto jednoduchých regulátor̊u. Jsou
zde uvedeny jejichž přenosové funkce, odezvy na jednotkový impuls i na konstantńı vs-
tupńı signál, odpov́ıdaj́ıćı typy přenos̊u spojitých regulátor̊u a počet pamět’ových buněk,
nutných k realizaci daného algoritmu ř́ızeńı. Počet pamět’ových buněk obsahuje buňky pro
uložeńı konstant regulátoru a pro uložeńı jeho stavových veličin. Např́ıklad PSD regulátor
obsahuje tři konstanty regulátoru KR, TI a TD a dvě stavové proměnné (jedna pro výpočet
diference a jedna pro uchováńı hodnoty sumátoru).



Ř́
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Typ
regulátoru

D(z)
Odezva na jed-
notkový impuls

Odezva na kon-
stantńı signál

Odpov́ıdaj́ıćı spojitý
přenos

Počet
pamět’ových
buněk

Proporcionálńı
P

D(z) = d0

t

d0

T t

d0

F (p) = k 1

Sumačńı S D(z) =
d0

(1 − z−1)
t

d0

t

d0

T 2T · · ·
F (p) =

k

p
2

Proporcionálně
diferenčńı PD

D(z) = d0 − d1z
−1

t

d0

−d1

T 2T t

d0

T

F (p) = k(1 + Tdp) 3

Proporcionálně
sumačńı PS D(z) =

d0 − d1z
−1

1 − z−1
t

d0 d1

T t

d0

T

d0 − d1

F (p) = k(1 +
1

Tip
) 3

Proporcionálně
sumačně
diferenčńı
PSD

D(z) =

=
d0 − d1z

−1 + d2z
−2

1 − z−1
t

d0

T

d0 − d1 + d2

d0 − d1

t

d0

d0 − d1

d0 − d1 + d2

F (p) =

= k(1 + Tdp +
1

Tip
)

5

Tabulka 10.2: Diskrétńı ekvivalenty spojitých PID regulátor̊u
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Provedenou aproximaci je však vždy nutné kontrolovat výpočtem přenosu uzavřené
smyčky.

Př́ıklad 10.8 Pro soustavu s přenosem

FS(p) =
1

(5p + 1)(p + 1)

a periodou vzorkováńı T = 5s jsme v předchoźıch odstavćıch navrhli dva r̊uzné algoritmy
ř́ızeńı. Srovnejte jejich impulsové charakteristiky a aproximujte je jednodušš́ım typem
regulátor̊u.

Byly navrženy regulátory:
1) pro přechodný děj konečný jen v časech vzorkováńı

D1(z) = 1.8457 · 1 − 0.3746z−1 + 0.0025z−2

1 − 0.8411z−1 − 0.1589z−2

2) pro konečný počet regulačńıch krok̊u (děj konečný i mimo okamžiky vzorkováńı)

D2(z) = 1.5926
1 − 0.3746z−1 + 0.0025z−2

1 − 0.8629z−1 − 0.1371z−2

0.6
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Obrázek 10.18: Impulsové charakteristiky regulátor̊u D1(z) (plnou čarou), D2(z)
(čárkovanou čarou) a PS (tečkovaně)

Z obrázku 10.18, kde jsou nakresleny impulsové odezvy navržených regulátor̊u (pro
D1(z) plnou čarou a pro D2(z) čárkovaně) vyplývá, že rozd́ıly jsou velmi malé. Po-
dle tabulky 10.2 se pr̊uběh podobá impulsové charakteristice proporcionálně sumačńıho
regulátoru. Jako aproximaci proto zvoĺıme PS regulátor s přenosem

D(z) =
1.7 − 0.75z−1

1 − z−1
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Jeho impulsová charakteristika je na obrázku 10.18 nakreslena tečkovaně. Obraz odezvy
uzavřeného obvodu s PS regulátorem na skok ř́ızeńı je

Y (z) =
0.9211z−1 − 0.2600z−2 − 0.0646z−3

1 − 1.4535z−1 + 0.5706z−2 − 0.1842z−3 + 0.0671z−4
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Obrázek 10.19: Odezva na skokovou změnu ř́ızeńı při použit́ı PS regulátoru

Časový pr̊uběh je nakreslen na obrázku 10.19. Kvalita regulačńıch pochod̊u dosažitelná
pomoćı těchto jednoduchých regulátor̊u, je mnohem menš́ı, než při použit́ı algoritmů s
neomezenou přenosovou funkćı. V př́ıpadech soustav vyšš́ıch řád̊u nebo zvýšených požadavk̊u
na regulačńı vlastnosti neńı ani možné jednoduchým regulátorem typu PSD dané požadavky
splnit.

Př́ıklad 10.9 V odstavci 10.1 d) této kapitoly jsme řešili návrh ř́ıdićıho algoritmu pro
soustavu s přenosem

FS(p) =
1

p(20p + 1)2

při požadavćıch nulové ustálené odchylky pro lineárně nar̊ustaj́ıćı ř́ıdićı signál w(t) = t a
konečný regulačńı děj.

Navržený regulátor nelze nahradit jednoduchým algoritmem PSD. Pokud se spokoj́ıme s
nulovou odchylkou pouze při konstantńım ř́ızeńı, bude mı́t přenosová funkce tvar

Fw(z) = 0.2092z−1 + 0.6611z−2 + 0.1297z−3

Diskrétńı přenos soustavy s tvarovačem nultého řádu je

FC(z) = 0.324
(1 + 2.95z−1)(1 + 0.21z−1)z−1

(1 − z−1)(1 − 0.607z−1)2
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Obrázek 10.20: Obrázek k př́ıkladu

a přenos č́ıslicového regulátoru

D1(z) =
0.6457 − 0.7839z−1 + 0.2379z−2

1 + 0.7908z−1 + 0.1297z−2

Odezva regulátoru na jednotkový impuls je na obrázku 10.20 plnou čarou. Tento
přenos opět nelze aproximovat regulátorem jednoduchého typu. Nejvhodněǰśı jednoduchý
regulátor je typu PD. Kritické ześıleńı regulátoru P vypoč́ıtáme např. pomoćı bilineárńı
transformace a Hurwitzova kritéria. Jeho hodnota je d = 0.0685. Vhodný přenos typu PD
je

D2(z) = 0.07 − 0.04z−1

Přenos ř́ızeńı pak je

Fw(z) =
0.0227z−1 + 0.0587z−2 − 0.0269z−3 − 0.008z−4

1 − 2.1913z−1 + 1.6411z−2 − 0.3953z−3 − 0.008z−4

Impulsńı charakteristika PD regulátoru je na obrázku 10.20 čárkovanou čarou. Časový
pr̊uběh odezvy na jednotkovou změnu ř́ızeńı je nakreslen na obrázku 10.21, kde je pro
srovnáńı též uvedena odezva systému, je-li zapojen přenos D1(z).

10.4.3 Návrh spojitého regulátoru a jeho převod na č́ıslicový

Jsou-li časové konstanty regulované soustavy značně větš́ı než je perioda vzorkováńı,
můžeme navrhnout vhodný spojitý regulátor a přenos diskrétńıho ř́ıdićıho členu D(z)
zvolit tak, aby se jejich přechodové charakteristiky co nejv́ıce přibližovaly.

Spojitý regulátor navrhujeme pro soustavu s přenosem FS(p) a vzorkovaćı člen s
tvarovačem nahrad́ıme členem typu dopravńıho zpožděńı o velikosti poloviny periody
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Obrázek 10.21: Odezva na skokovou změnu ř́ızeńı při použit́ı PD regulátoru ve srovnáńı
s p̊uvodńım regulátorem D1(z)

vzorkováńı T/2. Blokové schéma je na obrázku 10.23. Tato náhrada vycháźı ze skutečnosti,
že vzorkovaný a tvarovaný signál akčńı veličiny je vyhlazen velkými časovými konstantami
v soustavě a výsledná odezva je přibližně rovna odezvě na signál, který je středńı hodno-
tou pravoúhlých akčńıch impuls̊u (obrázek 10.22). Tento signál xa(t) je proti p̊uvodńımu
x(t) posunut o polovinu periody vzorkováńı.

0T 1T 2T 3T 4T 5T 6T t

y

x(t)

xa(t)

T/2

Obrázek 10.22: Vysvětleńı aproximace vzorkovače s tvarovačem pomoćı dopravńıho
zpožděńı

Př́ıklad 10.10 Navrhněte ř́ıdićı algoritmus pro soustavu se spojitým přenosem

FS(p) =
1

(5p + 1)(p + 1)

s periodou vzorkováńı T = 1s.
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e−

T
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p FR(p)
x(t)
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Obrázek 10.23: Náhrada vzorkovaćıho členu s tvarovačem dopravńım zpožděńım

Vhodný spojitý regulátor typu PI má přenos

FR(p) = 0.5
5p + 1

p
= 2.5(1 +

1

5p
)

Tvar tohoto přenosu můžeme vypoč́ıtat některou z metod teorie lineárńı spojité regulace.
Má-li spojitý přenos tvar

FR(p) = k(1 +
1

Tip
)

je odpov́ıdaj́ıćı diskrétńı přenos

D(z) =
d0 − d1z

−1

1 − z−1

kde

d0 = k(1 +
1

Ti

) a d1 = k

Po dosazeńı dostaneme

D(z) =
3 − 2.5z−1

1 − z−1

Diskrétńı přenos soustavy s tvarovačem je

FC(z) =
0.0686z−1 + 0.0460z−2

1 − 1.1866z−1 + 0.3011z−2

a celková hodnota přenosové funkce ř́ızeńı při použit́ı regulátoru D(z) bude

Fw(z) =
0.2058z−1 − 0.0335z−2 − 0.1150z−3

1 − 1.9808z−1
+ 1.4542z−2 − 0.4161z−3

Pr̊uběh odezvy na jednotkový skok ř́ızeńı je nakreslen na obrázku 10.24 plnou čarou.
Regulátor navržený podle požadavku konečného přechodného děje by měl přenos

D̄(z) =
8.726 − 10.354z−1 + 2.6274z−2

1 − 0.5986z−1 − 0.4014z−2

a jemu odpov́ıdaj́ıćı odezva na jednotkový skok ř́ızeńı je nakreslena na obrázku 10.24
čárkovaně. Pro srovnáńı jsou na obrázku 10.25 nakresleny impulsové odezvy obou regulátor̊u.

Fw(z) =
0.2058z−1 − 0, 0335z−2 − 0.1150z−3

1 − 1.9808z−1
+ 1.4542z−2 − 0.4161z−3
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Obrázek 10.24: Odezvy regulačńıch obvod̊u na jednotkový skok ř́ızeńı
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Obrázek 10.25: Impulsové charakteristiky regulátor̊u
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10.5 Shrnut́ı

Tato kapitola ukazuje jakými r̊uznými zp̊usoby se dá navrhnout diskrétńı regulátor, čili
č́ıslicový korekčńı člen. V prvńı části jsou prezentovány metody, které umožňuj́ı navrhnout
č́ıslicový korekčńı člen, který má konečný přechodný děj. Přechodný děj může být konečný
pouze v okamžićıch vzorkováńı, nebo i mimo okamžiky vzorkováńı. Druhý př́ıpad je pro
nás častěǰśı. Tato metoda vycháźı ve vhodném zadáńı přenosu ř́ızeńı (respektive poruchy).
Při tom muśıme respektovat podmı́nky fyzikálńı realizovatelnosti a daľśı podmı́nky zajǐst’uj́ıćı
konečný přechodný děj a nulovou ustálenou odchylku. Ve druhé části se kapitola věnuje
návrhu jednoduchých typ̊u regulátor̊u, které maj́ı své analogie ve spojitých regulátorech.
Jedná se o kombinace proporcionálńıho, sumačńıho a diferenčńıho regulátoru (regulátory
typu PSD). Jsou zde přehledně popsány tři metody, které se pro tento účel daj́ı použ́ıt.

10.6 Kontrolńı otázky

Otázka 10.1 Jaké znáte zp̊usoby návrhu diskrétńıch regulátor̊u?

Otázka 10.2 Napǐste omezuj́ıćı podmı́nku na přenos ř́ızeńı s ohledem na realizovatelnost
regulátoru.

Otázka 10.3 M̊užeme u dynamického systému s ekvivalentńım přenosem Fc(z) = bz−1

1+az−1

požadovat přenos ř́ızeńı roven Fw(z) = 1? Svoji odpověd’ zd̊uvodněte.

Otázka 10.4 Odvod’te vzorec pro výpočet přenosu regulátoru D(z), pokud znáte ekviva-
lentńı přenos soustavy Fc(z) a požadovaný přenos ř́ızeńı je Fw(z).

Otázka 10.5 Jakou podmı́nku muśı splňovat přenos ř́ızeńı Fw(z), aby byla dosažena
nulová ustálená odchylka?

Otázka 10.6 Jakou podmı́nku muśı splňovat přenos ř́ızeńı Fw(z), aby byl dosažen konečný
přechodný děj v časech vzorkováńı a konečný přechodný děj i mezi okamžiky vzorkováńı

Otázka 10.7 Pokuste se odpovědět na předchoźı otázky s t́ım, že mı́sto přenosu ř́ızeńı
Fw(z) uvažujte přenos poruchy Fu(z)

Otázka 10.8 Napǐste přenos PSD regulátoru a nakreslete jeho přechodovou charakteris-
tiku a popǐste ji pomoćı proměnných přenosu (napǐste hodnoty prvńıch několika vzork̊u).
To stejné m̊užete vyzkoušet s ostatńımi typy jednoduchých diskrétńıch regulátor̊u P, S, PS
a PD.

Otázka 10.9 Jak se dá nahradit vzorkovač s tvarovačem při návrhu regulátor̊u v systémech
se vzorkováńım metodou požadovaného tvaru frekvenčńı charakteristiky? Odpověd’ zd̊uvodněte.
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11 Vı́cerozměrné regulačńı obvody

Regulované soustavy, kterými jsme se dosud zabývali, měly pouze jeden výstup a regu-
lace se týkala pouze jediné regulované veličiny. Té odpov́ıdala také jediná ř́ıdićı veličina.
Věťsina regulovaných soustav však má v́ıce vstupńıch veličin, které je třeba regulovat.
Na soustavu p̊usob́ı také věťśı počet akčńıch veličin, které jsou s výstupńımi veličinami
r̊uzně vázány. Proto takové soustavy nelze řešit jako několik oddělených jednoduchých ob-
vod̊u, navzájem nezávislých. Tyto obvody nazýváme v́ıcerozměrové (dř́ıvěǰśı označeńı bylo
v́ıceparametrové) a jejich analýza i syntéza je složitěǰśı, než u systém̊u jednorozměrných.
Při spojováńı v́ıcerozměrných systému zde zálež́ı na pořad́ı násobeńı jednotlivých přenosových
matic, č́ımž se modifikuj́ı pravidla blokové algebry.

Na obrázku 11.1 je blokově znázorněna v́ıcerozměrová regulovaná soustava. Soustava
má n výstupńıch veličin y1,y2, · · · , yn, stejný počet akčńıch veličin x1,x2, · · · , xn a tentýž
počet poruch u1,u2, · · · , un. Podmı́nka stejného počtu všech typ̊u veličin neńı na újmu
obecnosti, nebot’ vždy je možné doplnit menš́ı počet veličin veličinami trvale nulovými.
Na druhé straně stejný počet všech proměnných vede na popis čtvercovými maticemi, což
je značně výhodné. Mezi jednotlivými akčńımi a regulovanými veličinami plat́ı následuj́ıćı
soustava rovnic:

x2

x1

xn

u1 u2 un

S

y2

y1

yn

Obrázek 11.1: Vı́cerozměrová regulovaná soustava

Y1(p) = S11(p)X1(p) + S12(p)X2(p) + · · · + S1n(p)Xn(p)

Y2(p) = S21(p)X1(p) + S22(p)X2(p) + · · · + S2n(p)Xn(p) (11.1)

...
...

Yn(p) = Sn1(p)X1(p) + Sn2(p)X2(p) + · · · + Snn(p)Xn(p)

Tuto soustavu naṕı̌seme maticově

Y(p) = S(p)X (p)
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kde Y(p) a X (p) jsou sloupcové vektory obraz̊u výstupńıch a akčńıch veličin

Y(p) =











Y1(p)
Y2(p)

...
Yn(p)











X (p) =











X1(p)
X2(p)

...
Xn(p)











a S(p) je matice přenos̊u akčńıch veličin v soustavě

S(p) =







S11(p) · · · S1n(p)
...

...
Sn1(p) · · · Snn(p)







Podobně je tomu s přenosy poruch, pro které zavedeme matici přenos̊u poruch V(p)

V(p) =







V11(p) · · · V1n(p)
...

...
Vn1(p) · · · Vnn(p)







a plat́ı
Y(p) = V(p)U(p)

kde U(p) je vektor obraz̊u poruchových veličin.
Každá regulovaná veličina má svou ř́ıdićı veličinu (žádanou hodnotu). Tyto proměnné

tvoř́ı vektor žádaných hodnot W(p), jehož obraz je

W(p) =
(

W1(p) W2(p) · · · Wn(p)
)T

Rozd́ıl vektoru žádaných hodnot a vektoru regulovaných veličin tvoř́ı vektor regulačńıch
odchylek E(p), pro který plat́ı

E(t) = W(t) − Y(t)

Regulačńı odchylky jsou vstupńımi veličinami regulátor̊u jednotlivých obvod̊u.
Jedńım z hlavńım požadavk̊u kladených na v́ıcerozměrové systémy je autonomnost.

Systém je autonomńı tehdy, jestliže změna k-té žádané hodnoty zp̊usob́ı změnu k-té reg-
ulované veličiny a na ostatńıch se neprojev́ı. To by bylo splněno za předpokladu, že všechny
přenosy Sij, i 6= j, v matici přenos̊u S by byly nulové. Jinými slovy, kdyby matice S
byla diagonálńı. Pokud tomu tak neńı, je třeba nežádoućı vzájemné vazby mezi sobě
neodpov́ıdaj́ıćımi akčńımi a regulovanými veličinami kompenzovat vhodnými vazbami v
regulátorech. Proto obecně každá akčńı veličina může být vázána na libovolnou regulačńı
odchylku, což vyjádř́ıme matićı přenos̊u regulátor̊u R

R(p) =







R11(p) · · · R1n(p)
...

...
Rn1(p) · · · Rnn(p)






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Prvek Rij(p) této matice je definován vztahem

Rij(p) =
Xi(p)

Ej(p)

a znamená přenos j-té odchylky na i-tou veličinu. Blokové schéma v́ıcerozměrového reg-
ulačńıho obvodu je na obrázku 11.2.

R(p) S(p)
W(t) E(t) X (t)

U(t)
V(p)

Y(t)

Obrázek 11.2: Blokové schéma v́ıcerozměrového regulačńıho obvodu

Z rovnic

Y(p) = S(p) · X (p) + V(p) · U(p)

X (p) = R(p) · [W(p) − Y(p)]

odvod́ıme matice přenos̊u ř́ızeńı a poruch

Fw(p) = S(p)R(p)[I + S(p)R(p)]−1 (11.2)

Fu(p) = V(p)[I + S(p)R(p)]−1 (11.3)

Prvek Fwij
v matici Fw(p) znamená přenos j-té žádané hodnoty na i-tou regulovanou

veličinu. Pro autonomńı systém muśı platit

Fwij
(p) = 0 při i 6= j

a matice Fw(p) muśı být diagonálńı. Z rovnice (11.2) plyne, že tato podmı́nka bude
splněna, bude-li matice přenos̊u otevřených smyček

F0(p) = S(p)R(p)

matićı diagonálńı. Tento požadavek samozřejmě neurčuje matici R(p) jednoznačně; představuje
pouze jednu z podmı́nek. Daľśı požadavky na prvky matice regulátor̊u mohou být for-
mulovány bud’ prostřednictv́ım žádaného tvaru přenos̊u otevřených nebo uzavřených
smyček. V prvńım př́ıpadě je výpočet regulátoru jednodušš́ı, nebo plat́ı

R(p) = S−1((p)F0(p)
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kdežto v druhém př́ıpadě

R(p) = S−1(p)[I −Fw(p)]−1Fw(p)

Pro nalezeńı požadovaných tvar̊u matic F0(p) a Fw(p) můžeme použ́ıt prakticky všechny
dř́ıve uvedené metody. Výpočty jsou pouze v odpov́ıdaj́ıćı mı́̌re složitěǰśı.

Ve většině př́ıpad̊u nelze dosáhnout úplnou autonomnost systému. Často se spokoj́ıme
pouze s autonomnost́ı ustálených stav̊u. V tom př́ıpadě muśı být splněna podmı́nka

lim
p→0

Fw(p) = D

kde D je diagonálńı matice.
Kromě autonomnosti se u v́ıcerozměrových systémů požaduje též invariantnost, což je

necitlivost v̊uči poruchovým signál̊um. Úplné invariantnosti lze dosáhnout pouze tehdy,
je-li k dispozici informace o p̊usob́ıćıch poruchách, čili lze-li poruchové veličiny měřit (viz.
kapitola 9.3).

11.1 Řı́zeńı v́ıcerozměrných obvod̊u

Při návrhu ř́ıdićıch algoritmů pro v́ıcerozměrové obvody z̊ustávaj́ı v platnosti všechny pos-
tupy, uvedené v předchoźıch kapitolách. Nav́ıc u těchto obvod̊u vznikaj́ı daľśı požadavky,
které můžeme splnit daľśım rozš́ı̌reńım polynomů přenosových funkćı. Zde uvedeme požadavky
autonomnosti a invariantnosti u v́ıcerozměrových systémů. Na regulovanou soustavu s n
výstupńımi veličinami (y1, y2, · · · , yn) p̊usob́ı n akčńıch veličin (x1, x2, · · · , xn) a stejný
počet poruchových veličin (u1, u2, · · · , un). Předpoklad stejného počtu vstupńıch, výstupńıch
i poruchových veličin neńı na újmu obecnosti, nebot’ skutečný počet veličin lze vždy do-
plnit na potřebné č́ıslo pomoćı trvale nulových proměnných. Pro vzájemné přenosy jed-
notlivých veličin zavedeme značeńı

Sij =
Yi

Xj

; Rij =
Yi

Uj

Protože všechny akčńı veličiny (výstupy ř́ıdićıho poč́ıtače) jsou tvarovány, budeme
předpokládat, že plat́ı symbolika

Sij(z,m) = m {Si,j(p)FTV (p)} ; Rij(z,m) = m {Rij(p)Uj(p)} 1

Uj(z)

Vid́ıme, že přenosy Rij budou opět funkcemi tvaru poruchového signálu u(t). Podle
obrázku ..., na kterém je nakresleno obecné schéma v́ıcerozměrového obvodu, plat́ı

Y1 = S11X1 + S12X2 + · · · + S1nXn + R11U1 + R12U2 + · · · + R1nUn

Y2 = S21X1 + S22X2 + · · · + S2nXn + R21U1 + R22U2 + · · · + R2nUn

...
...

Yn = Sn1X1 + Sn2X2 + · · · + SnnXn + Rn1U1 + Rn2U2 + · · · + RnnUn
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Pro zjednodušeńı zápisu jsou vynechány symboly obrazové proměnné z. Pro jednotlivé
regulačńı odchylky plat́ı

ei = wi − yi

a pro přenosy korekčńıch člen̊u plat́ı

Dij(z) =
Xi(z)

Ej(z)

Potom celý soubor ř́ıdićıch algoritmů je popsán soustavou rovnic

X1 = D11E1 + D12E2 + · · · + D1nEn

X2 = D21E1 + D22E2 + · · · + D2nEn

...
...

Xn = Dn1E1 + Dn2E2 + · · · + DnnEn

Zápis soustav rovnic pro Xn i Yn zjednoduš́ıme, použijeme-li maticového počtu. Přenosy
Sij i Rij vytvoř́ı čtvercové matice, proměnné Xi, Yi, Ui a Ri tvoř́ı sloupcové matice.
Rovnice systému zaṕı̌seme ve tvaru

Y = SX + RU = SD(W −Y) + RU

Matice přenosových funkćı ř́ızeńı bude

Fw = (I + SD)−1SD

a matice přenos̊u poruch
Fu = (I + SD)−1R

Systém je autonomńı tehdy, jestliže změna i-té ř́ıdićı veličiny ovlivńı pouze i-tou
výstupńı veličinu, kdežto na ostatńıch výstupech se tato změna neprojev́ı. Systém bude
autonomńı, pokud bude platit Fwi,j

(z,m) = 0 pro všechna i 6= j. Matice přenos̊u Fw(z,m)
muśı být diagonálńı.

Fw(z,m) =















F11 0 0 · · · 0
0 F22 0 · · · 0
0 0 F33 · · · 0

...
0 0 0 · · · Fnn















Ve vzorci pro matici přenosových funkćı Fw se v čitateli i jmenovateli vyskytuje součin
matic SD. Pokud bude tento součin diagonálńı matice, pak také jej́ı součet s jednotkovou
matićı a inverze takto vzniklé matice bude diagonálńı matice. Inverzńı matice k diagonálńı
matici je opět diagonálńı matice. Postačuj́ıćı podmı́nkou autonomnosti proto bude, aby
součin matic SD byl diagonálńı matićı.
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11.2 Shrnut́ı

V této kapitole jsme nast́ınili problematiku v́ıcerozměrových regulačńıch obvod̊u. Vysvětlili
jsme si pojmy autonomnost a invariantnost. V př́ıpadě, kdy je systém autonomńı, nebo
se ho podař́ı vhodnou transformaćı na takovýto systém převést, řeš́ı se návrh regulátoru
odděleně, postupně pro každý přenos zvlášt’ pomoćı metod popsaných dř́ıve. Tato kapi-
tola slouž́ı pouze jako stručný úvod do ř́ızeńı v́ıcerozměrových systémů. S podrobněǰśım
popisem se zřejmě setkáte v některém z navazuj́ıćıch kurz̊u.

11.3 Kontrolńı otázky

Otázka 11.1 Jaká jsou pravidla pro blokovou algebru v́ıcerozměrových obvod̊u? V čem se
lǐśı od jednorozměrných systém̊u?

Otázka 11.2 Definujte pojem autonomnosti.

Otázka 11.3 Jaký je rozd́ıl mezi statickou a dynamickou autonomnost́ı?

Otázka 11.4 Definujte pojem autonomnosti v́ıcerozměrového regulačńıho obvodu.

Otázka 11.5 Jaký je rozd́ıl mezi absolutńı a selektivńı invariantnost́ı?



Ř́ızeńı a regulace I 200

A Odpovědi na kontrolńı otázky
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B Základy z maticového počtu a zpracováńı signál̊u

B.1 Algebraický doplněk

Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Pokud z matice A vynecháme i-tý řádek a j-tý
sloupec, dostaneme matici, kterou si označ́ıme M ij. Č́ıslo Aij = (−1)i+j det (M ij) se
nazývá algebraický doplněk prvku aij v matici A, nebo také subdeterminant.

Př́ıklad B.1 Vypoč́ıtejte algebraický doplněk A23, pokud je matice A dána

A =





1 2 3
4 5 6
7 8 1





Vynecháme druhý řádek a třet́ı sloupec matice A.

M 23 =

(

1 2
7 8

)

Algebraický doplněk je podle definičńı rovnice A23 = (−1)2+3 det (M 23) = 6

B.2 Adjungovaná matice

Adjungovaná matice ke čtvercové matici A se urč́ı t́ım zp̊usobem, že se jednotlivé prvky
aij nahrad́ı algebraickými doplňky Aij a potom se tato matice transponuje.

adj(A) =











A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n
...

...
. . .

...
An1 An2 · · · Ann











T

=











A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2
...

...
. . .

...
A1n A2n · · · Ann











Př́ıklad B.2 Vypoč́ıtejte adjungovanou matici k matici A z předchoźıho př́ıkladu

Nejprve si vypoč́ıtáme všechny Algebraické doplňky

A11 = det

(

5 6
8 1

)

= −43 A12 = − det

(

4 6
7 1

)

= 38 A13 = det

(

4 5
7 8

)

= −3

A21 = − det

(

2 3
8 1

)

= 22 A22 = det

(

1 3
7 1

)

= −20 A23 = − det

(

1 2
7 8

)

= 6

A31 = det

(

2 3
5 6

)

= −3 A32 = − det

(

1 3
4 6

)

= 6 A33 = det

(

1 2
4 5

)

= −3

Nyńı můžeme spoč́ıtat adjungovanou matici adj(A)

adj(A) =





−43 38 −3
22 −20 6
−3 6 −3





T

=





−43 22 −3
38 −20 6
−3 6 −3




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B.3 Inverzńı matice

Pokud existuje inverzńı matice k matici A, pak muśı splňovat rovnici

AA−1 = A−1A = I

kde I je jednotková matice. Jednotková matice má jedničky na hlavńı diagonále, jinde
má samé nuly. Matice A muśı být čtvercová a jej́ı determinant muśı být nenulový (matice
nemůže být singulárńı). Inverzńı matice se dá vypoč́ıtat podle vzorce

A−1 =
adj(A)

det(A)
(B.1)

Př́ıklad B.3 Vypoč́ıtejte inverzńı matici k matici A

Adjungovanou matici jsme si spoč́ıtali v předchoźım př́ıkladě. K výpočtu inverzńı matice
zbývá určit determinant matice A.

det(A) = 1 · 5 · 1 + 2 · 6 · 7 + 4 · 8 · 3 − 7 · 5 · 3 − 4 · 2 · 1 − 6 · 8 · 1 = 24

Inverzńı matice k matici A

A−1 =
adj(A)

det(A)
=

1

24





−43 22 −3
38 −20 6
−3 6 −3





Př́ıklad B.4 Ověřte správnost výpočtu determinantu a inverzńı matice k matici A v
Matlabu.

Nadefinujeme si matici A

>> A=[1 2 3;4 5 6;7 8 1]

A =

1 2 3

4 5 6

7 8 1

Determinant źıskáme zavoláńım funkce

>> det(A)

ans =

24

Inverzńı matice násobená determinantem je
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inv(A)*det(A)

ans =

-43.0000 22.0000 -3.0000

38.0000 -20.0000 6.0000

-3.0000 6.0000 -3.0000

Výsledky se shoduj́ı, poč́ıtali jsme správně.

B.4 Vlastńı č́ısla matice

Někdy je potřebné naj́ıt skalár λ a vektor x spojené s matićı A tak, že je splněna rovnice:

λx = Ax

Pokud je matice A řádu n, pak se dá nalézt n koeficient̊u λi, které vyhovuj́ı předchoźı
rovnici. Hodnoty koeficient̊u λi se nazývaj́ı Matice!vlastńı č́ısla matice A. Vlastńı č́ısla
nalezneme řešeńım rovnice

det (λI − A) = 0

K určenému vlastńımu č́ıslu λi můžeme nalézt vektor xi splňuj́ıćı rovnici

[(λiI − A)] xi = 0

Vypočtený vektor xi se nazývá vlastńı vektor. Jeho určeńı neńı jednoznačné, což plyne
z toho, že je determinat det (λI − A) nulový.

Někdy se vlastńı č́ısla zapisuj́ı do vektoru, který nazýváme vektor vlastńıch č́ısel. To
neńı stejné jako vlastńı vektor.

Př́ıklad B.5 Určete vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice

A =

(

−1 2
0 −3

)

Nejprve urč́ıme determinant

det (λI − A) = det

(

λ + 1 −2
0 λ + 3

)

= (λ + 1)(λ + 3) (B.2)

Źıskáváme dvě vlastńı č́ısla λ1 = −1 a λ2 = −3. Nyńı vypoč́ıtáme vlastńı vektory x1 a
x2.

(

0 −2
0 2

)

x1 =

(

0 −2
0 2

)(

x11

x12

)

=

(

0
0

)

(B.3)

Pokud bude x12 = 0, bude rovnice splněna pro libovolné x11. Můžeme si zvolit např́ıklad
x11 = 1 Druhý vlastńı vektor x2 urč́ıme podobně řešeńım rovnice

(

−2 −2
0 0

)

x2 =

(

−2 −2
0 0

)(

x21

x22

)

=

(

0
0

)

(B.4)

Na základě prvńıho řádku můžeme psát, že prvky vlastńıho vektoru muśı splňovat rovnici
x21 = −x22, takže např́ıklad x21 = 1 a x21 = −1.
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B.5 Masonovo pravidlo pro určeńı přenosu

Masonovo pravidlo nám umožňuje pomoćı jednoduchého algoritmu určit přenos prak-
ticky libovolně složitého schématu. Pravidla pro postupné zjednodušováńı umožňuj́ı taktéž
doj́ıt ke stejnému výsledku. Jejich nevýhodou ale je, že jsou obt́ıžně algoritmizovatelné a
vyžaduj́ı hodně psańı a překreslováńı.

B.5.1 Převod blokového diagramu na graf signálových tok̊u

Masonovo pravidlo se použ́ıvá pro źıskáńı přenosu grafu signálových tok̊u. Graf signálových tok̊u
se skládá ze dvou základńıch element̊u, kterými jsou větev a uzel. To je poněkud zjednodušené
pojet́ı na které jsme zvykĺı z blokových diagramů, kde se vyskytuj́ı bloky a sumátory, které
jsou vzájemně pospojovány vazbami. Přechod od blokových diagramů ke grafu signálových
tok̊u neńı nijak obt́ıžný. Sumátory i rozvětvováńı se nahrad́ı uzly. Části schémat mezi
dvěma uzly se nahrad́ı výsledným přenosem, který pak představuje větev. Pokud daná
část schématu vstupuje do sumátoru se záporným znaménkem, pak se výsledný přenos
vynásob́ı −1. Je d̊uležité podotknout, že stejně jako v blokovém schématu jsou u větv́ı
zadávány směry pr̊uchodu signálu.

F (p) ⇔
F (p)

⇔

Obrázek B.1: Prvky grafu signálových tok̊u

Převodem blokového diagramu na graf signálových tok̊u se sńıž́ı počet použitých ele-
ment̊u.

B.5.2 Základńı pojmy

Předt́ım než naṕı̌seme Masonovo pravidlo, které se použ́ıvá k výpočtu přenosu, je nutné
zavést některé pojmy. Př́ımá větev je jakákoliv posloupnost větv́ı ze vstupu na výstup
ve směru šipek, která neprocháźı žádným uzlem v́ıce než jednou. Protože jich může být
v́ıce, č́ısluj́ı se indexem. Pořad́ı neńı d̊uležité. Přenos př́ımé větve je součin přenos̊u
všech větv́ı, které jsou obsaženy v dané př́ımé větvi. Přenos budeme označovat Vi, kde i je
index př́ımé větve. Smyčka je jakákoliv uzavřená posloupnost větv́ı ve směru šipek, která
neprocháźı žádným uzlem v́ıce než jednou. Přenos smyčky je součin přenos̊u všech větv́ı
obsažených ve smyčce. Ř́ıkáme, že se dvě smyčky dotýkaj́ı, pokud maj́ı nějaký společný
uzel. Jinak ř́ıkáme, že se nedotýkaj́ı. Stejně tak je to s dotýkáńım či nedotýkáńım u
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Blokové schéma Graf signálových tok̊u

u(t)
F (p)

y(t) u y
F (p)

u1(t)
F 1(p)

u2(t)
F 2(p)

y(t)

u1

u2

y

F
1(p)

F 2(p
)

1

u(t)
F 1(p)

x(t)
F 2(p)

y(t) u x y
F 1(p) F 2(p)

u(t) x(t)
F 1(p)

y(t)

F 2(p)

v
(t

) u x y
1

F 1(p)

−F 2(p)

u(t) y(t)

F (p)

u x y
1 1

−F (p)

Tabulka B.1: Vztah mezi jednoduchými blokovými schématy a signálovými diagramy
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př́ımých větv́ı. Determinant grafu signálových tok̊u ∆ se urč́ı jako

∆ = 1 − součet přenos̊u smyček

+součet součin̊u přenos̊u kombinaćı dvou vzájemně nedotýkaj́ıćıch se smyček

−součet součin̊u přenos̊u kombinaćı tř́ı vzájemně se nedotýkaj́ıćıch se smyček

+ · · ·

Subdeterminant i-té př́ımé větve je determinant ∆i grafu signálových tok̊u źıskaného
tak, že se z p̊uvodńıho grafu vymažou všechny smyčky, které se dotýkaj́ı i-té př́ımé větve.

B.5.3 Masonovo pravidlo pro výpočet přenosu

Nyńı máme nadefinované všechny potřebné pojmy k tomu, abychom napsali Masonovo
pravidlo pro výpočet přenosu grafu signálových tok̊u. Přenos systému s jedńım vstupem
a jedńım výstupem popsaného grafem signálových tok̊u se urč́ı podle rovnice:

G(s) =
V1∆1 + V2∆2 + · · ·

∆

Pro systémy s v́ıce vstupy a v́ıce výstupy se Masonovo pravidlo jednoduše postupně
aplikuje na všechny kombinace vstup̊u a výstup̊u.

Př́ıklad B.6 Určete přenos blokového schématu z obrázku B.2. Nejprve převed’te blokové
schéma na graf signálových tok̊u a potom využijte Masonova pravidla pro výpočet přenosu.

u(t)
F1(p) F2(p) F3(p) F4(p)

y(t)

F5(p)

Obrázek B.2: Blokový diagram

Graf signálových tok̊u odpov́ıdaj́ıćı blokovému schématu B.2 je ukázáno na obrázku
B.3.

Graf signálových tok̊u obsahuje dvě př́ımé větve a tři smyčky. Nejprve urč́ıme přenosy
obou větv́ı a jejich subdeterminanty

V1 = F1F2F3F4 ∆1 = 1

V2 = F3F4 ∆2 = 1 + F1
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u(t) y(t)
1 1 F1 F2 F3 F4 1

−1 −1

−F5

1

Obrázek B.3: Graf signálových tok̊u źıskaný z blokového diagramu

Determinant celého grafu

∆ = 1 + F1 + F3 + F1F2F3F4F5 + F1F3

Výsledný přenos

F (p) =
V1∆1 + V2∆2

∆
=

F1F2F3F4 + F3F4(1 + F1)

1 + F1 + F3 + F1F2F3F4F5 + F1F3

B.6 Laplaceova transformace

Pro řešeńı lineárńıch spojitých systémů použ́ıváme Laplaceovu transformaci, protože je
to snazš́ı, než řešeńı diferenciálńıch rovnic. Laplaceova transformace převád́ı funkci času
f(t) na funkci F (p) operátoru p. Definičńı vzorec pro Laplaceovu transformaci je

{f(t)} = F (p) =

∫ ∞

0

f(t)e−ptdt (B.5)

Laplace̊uv operátor je komplexńı č́ıslo p = σ + jω.

B.7 Inverzńı Laplaceova transformace

Po provedeńı výpočtu v Laplaceově transformaci nás zaj́ımá časový pr̊uběh odpov́ıdaj́ıćı
źıskanému operátorovému přenosu. Pro převod operátorového přenosu do časové oblasti
se použ́ıvá inverzńı Laplaceova transformace. Jej́ım použit́ım źıskáme funkci pro t ≥ 0.

−1{F (p)} = f(t) =
1

2πj

∫ σ+j∞

σ−j∞

F (p)eptdp (B.6)

Proměnná σ definuje pozici př́ımky v komplexńı rovině, která je rovnoběžná s imaginárńı
osou. Při výpočtu muśı všechny póly přenosu F (p) ležet nalevo od této př́ımky. Inverzńı
Laplaceova transformace se může vypoč́ıtat použit́ım Reziduové věty jako suma rezidúı
funkce F (p)ept.

−1{F (p)} = f(t) =
1

2πj

∫ σ+j∞

σ−j∞

F (p)eptdp =
N
∑

i=1

res
p=pi

[F (p)ept] (B.7)
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kde N je počet rezidúı.
Funkce F (p)ept má rezidua ve všech pólech přenosu F (p). Požadavkem je, aby měl

přenos F (p) v́ıce pól̊u než nul. Reziduum v jednoduchém pólu pi se urč́ı výpočtem limity

res
p=pi

[F (p)ept] = lim
p→pi

(p − pi)F (p)ept (B.8)

Pokud chceme určit reziduum funkce F (p) ve v́ıcenásobném (k-násobném) pólu pi, muśıme
pro jeho výpočet použ́ıt složitěǰśı vzorec

res
p=pi

[F (p)ept] =
1

(k − 1)!
lim
p→pi

dk−1

dpk−1
[(p − pi)

kF (p)ept] (B.9)

Př́ıklad B.7 Vypoč́ıtejte reziduum funkce F (p)ept, kde F (p) = p+2
p(p+1)2

v bodě p = 0.

Použit́ım vzorce (B.8) pro jednoduchý kořen, kde za pi dosad́ıme 0

res
p=0

[F (p)ept] = lim
p→0

p
p + 2

p(p + 1)2
ept = lim

p→0

p + 2

(p + 1)2
ept =

2

12
e0t = 2

Př́ıklad B.8 Vypoč́ıtejte reziduum funkce F (p)ept, kde F (p) = p+2
p(p+1)2

v bodě p = −1.

Použit́ım vzorce (B.9) pro v́ıcenásobný kořen, kde za pi dosad́ıme -1 a za k 2, protože
kořen pi = −1 je dvojnásobný

res
p=−1

[F (p)ept] =
1

(2 − 1)!
lim

p→−1

d2−1

dp2−1 [(p + 1)2 p + 2

p(p + 1)2
ept] = lim

p→−1

d

dp

p + 2

p
ept =

= lim
p→−1

d

dp
(ept +

2ept

p
) = lim

p→−1
(tept +

2ptept − 2ept

p2
) =

= te−t − 2te−t − 2e−t = −te−t − 2e−t

Př́ıklad B.9 Vypoč́ıtejte inverzńı Laplaceovu transformaci přenosu F (p) = p+2
p(p+1)2

po-
moćı reziduové věty.

Funkce F (p)ept má rezidua v bodech p1 = 0 a p2 = −1. Hodnoty těchto rezidúı jsou
vypoč́ıtány v předchoźıch dvou př́ıkladech. Dosazeńım do definičńıho vztahu pro inverzńı
Laplaceovu transformaci

−1{F (p)} = f(t) =
N
∑

i=1

res
p=pi

[
p + 2

p(p + 1)2
ept] =

= res
p=0

[
p + 2

p(p + 1)2
ept] + res

p=−1
[

p + 2

p(p + 1)2
ept] = 2 − te−t − 2e−t

Př́ıklad B.10 Pomoćı programu Matlab a jeho toolboxu pro symbolickou matematiku
určete zpětnou Laplaceovu transformaci přenosu z předcházej́ıćıho př́ıkladu.
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Nejprve muśıme nadefinovat použ́ıvané proměnné p a t. To se provede pomoćı př́ıkazu

>> syms p t

Potom zavedeme přenos F (p)

>> Fp=(p+2)/p/(p+1)^2

Fp =

(p+2)/p/(p+1)^2

Pro inverzńı Laplaceovu transformaci slouž́ı př́ıkaz ilaplace

>> ft = ilaplace(Fp,p,t)

ft =

2-t*exp(-t)-2*exp(-t)

Jako prvńı parametr se zadává přenos, který se má převést, druhý parametr je označeńı
Laplaceova operátoru a třet́ı proměnná je označeńı pro čas. Podstatné je skutečnost, že
jsme v obou př́ıpadech, tedy výpočtem i v Matlabu, dostali stejný výsledek.

B.8 Fourierova transformace

Fourierova transformace převád́ı signál z časové oblasti do frekvenčńı oblasti pomoćı
vzorce

{f(t)} = F (jω) =

∫ ∞

−∞

f(t)e−jωtdt (B.10)

Pokud je f(t) = 0 pro t < 0 a f(0+) vyjadřuje počátečńı podmı́nku pro f(t), pak
vzorec B.10 přejde na stejný tvar, jako má definičńı vzorec Laplaceovy transformace s
proměnnou p = jω.

Inverzńı Fourierova transformace má definičńı vztah

f(t) =
−1 {F (jω)} =

1

2π

∫ ∞

−∞

F (jω)ejωtdω (B.11)
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smyčka, 204
subdeterminant, 206

Identifikace, 35
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Invariantnost, 197

Jordan̊uv kanonický tvar, 26
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střed asymptot, 111
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paralelńı, 25
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Soustava
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